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Prólogo 


E n las conclusiones de su obra El carácter de la ley 
física, Richard Feynman se pregunta: ¿cuál será el 
futuro de la ciencia? ¿Seguiremos descubriendo  indefini- 
damente nuevas leyes? Él no lo cree así. Incluso podría lle- 
gar a ser aburrido, y Feynman concluye que llegaremos a 
un punto en el que todas las leyes, por lo menos las que 
determinan lo esencial de los fenómenos, serán conocidas. 
No se descubre América dos veces. 

Encontramos esta visión de un «fin de la ciencia» en 
muchas otras obras, escritas por eminentes físicos. En su 
libro Historia del tiempo” Hawking predice el adveni- 
miento de una teoría unificada que nos permitirá desci- 
frar el pensamiento de Dios. 

La tesis expuesta en estas páginas tiene una perspecti- 
va distinta. La noción de ley de la naturaleza, tal como la 
formulan Feynman o Hawking, se refiere a un universo fun- 
damentalmente reversible, en el que no hay diferencia en- 
tre pasado y futuro. 


Desde Galileo hasta Feynman y Hawking, la física ha 
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venido repitiendo la más paradójica de las negaciones, la 
de la flecha del tiempo, que sin embargo refleja la solida- 
ridad de nuestra experiencia interior con el mundo en que 
VIVIMOS. 

Las ciencias del devenir, la física del no equilibrio, han 
sido relegadas a la fenomenología, reducidas a esfuerzos 
casi parásitos que el hombre introduce en las leyes funda- 
mentales. Por fin empezamos a vislumbrar la posibilidad 
de superar esta paradoja. Su solución pasa por una gene- 
ralización del concepto de las leyes de la naturaleza. Du- 
rante las últimas décadas se ha abierto camino un concep- 
to nuevo: la noción de inestabilidad dinámica asociada a 
la de «caos». La palabra caos hace pensar en desorden, 
imposibilidad de previsión. Pero no es así. Al contrario, 
como veremos en estas páginas, se puede incluir el «caos» 
en las leyes de la naturaleza, pero a costa de generalizar 
esta noción, incorpordndole las de probabilidad e irrever- 
sibilidad. 

En una palabra, la noción de inestabilidad nos obliga 
a cambiar la descripción de situaciones individuales  (tra- 
yectorias, funciones de onda) por descripciones estadísti- 
cas. A escala estadística podemos poner en evidencia la apa- 
rición de una simetría temporal rota. 

Como ya he mencionado, la formulación tradicional 
de las leyes de la naturaleza oponía las leyes fundamenta- 
les intemporales a las descripciones fenomenologías, que 
incluyen la flecha del tiempo. La consideración del «caos» 
lleva asía una nueva coherencia, a una ciencia que no sólo 


habla de leyes, sino también de sucesos, que no está con- 
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denada a negar la emergencia de lo nuevo, y por consiguien- 
te de su propia actividad creadora. 

Hoy conocemos varias clases de sistemas inestables, des- 
de transformaciones geométricas (mapas) que operan en 
tiempos discretos hasta sistemas dinámicos o cuánticos en 
los que el tiempo actúa de forma continua. Es verdadera- 
mente notable que la descripción fundamental aceptada 
hoy en física, como veremos, se hace en términos de siste- 
mas inestables. 

En el marco de esta obra no se puede hacer una expo- 
sición sistemática de los problemas de inestabilidad y su 
vínculo con la irreversibilidad. Mi intención es hacer una 
introducción al tema tratado con más amplitud en mi obra 
Time, Chaos and the Quantum. 

Una teoría física nueva encuentra su expresión en una 
formulación matemática original. También es así en este 
caso, lo cual crea ciertas dificultades de exposición, por- 
que desearía que estas páginas fueran accesibles a un pú- 
blico más amplio que los físicos teóricos. Pero el tema exige 
un mínimo de rigor. Se trata de un cambio de perspectiva 
que debe ser justificado y analizado. 

En este texto sólo se abordan ejemplos sencillos (esen- 
cialmente «mapas»), y me limito a hacer observaciones cua- 
litativas sobre los sistemas dinámicos propiamente dichos 
(clásicos o cuánticos) También evito, en la medida de lo 
posible, el empleo del aparato matemático. En el Apéndi- 
ce, escrito en colaboración con I. Antoniou, a quien agra- 
dezco efusivamente su colaboración, se hace una exposi- 


ción más sistemática del formalismo matemático. 
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Dado que esta obra tiene su origen en unas conferen- 
cias informales, no he querido recargarla con referencias 
bibliográficas, que de todos modos se recogen al final. 

Para terminar este prólogo, quiero expresar mi grati- 


tud a los organizadores de dichas conferencias, y en espe- 


cial a Lorena Preta y al profesor Giulio Giorello, en cuya 
cátedra de Filosofía de la Ciencia tuve la posibilidad y el 
placer de hablar en público. Conservo un agradable recuer- 
do del ambiente de interés y amistad que me rodeó en 
Milán. 

También doy las gracias a mis colegas I. Antoniou, P. 
Nardone y S. Tasaki, por la ayuda prestada en la redac- 


ción de las conferencias. 


T n título como Las leyes del caos puede parecer para- 
U dójico. ¿Hay leyes del caos? ¿Acaso no es el caos, 
por definición, «imprevisible»? Veremos que no es así, sino 
que la noción de caos nos obliga a reconsiderar la noción 
de «leyes de la naturaleza». En la perspectiva clásica, una 
ley de la naturaleza estaba asociada a una descripción de- 
terminista y reversible en el tiempo. Futuro y pasado de- 
sempeñaban en ella el mismo papel. La introducción del 
caos nos obliga a generalizar la noción de ley de la natura- 
leza y a introducir en ella los conceptos de probabilidad 
e irreversibilidad. Es un cambio radical, ya que desde esta 
perspectiva el caos nos obliga a considerar de nuevo nues- 
tra descripción fundamental de la naturaleza. En estas pá- 
ginas no se puede hacer una exposición sistemática de la 
teoría del caos, que por otra parte se puede encontrar en 
obras especializadas, pero lo que me gustaría resaltar aquí 
es el papel fundamental del caos en todos los niveles de 
descripción de la naturaleza, ya se trate del nivel micros- 


cópico, macroscópico o cosmológico. 


Hoy día se habla de caos a propósito de fenómenos muy 


distintos. Por ejemplo, se asocia el caos a la turbulencia 


14 Las leyes del caos 


en los fluidos. Pero no son estos los aspectos que nos inte- 
resan aquí. Ante todo, vamos a abordar el caos tal como 
resulta de las ecuaciones dinámicas clásicas o cuánticas, 
que en el estado de nuestros conocimientos corresponden 
a la descripción microscópica fundamental. Ciertamente, 
de este caos microscópico puede resultar el caos macros- 
cópico, pero ya hablaremos de ello. Ahora centraremos 
nuestra atención en la descripción «fundamental» del com- 


portamiento de la materia. 


1 El caos siempre es consecuencia de inestabilidades. El 
péndulo sin fricción es un sistema estable, pero curiosa- 
mente la mayoría de los sistemas de interés físico, tanto 
en el ámbito de la mecánica clásica como de la mecánica 
cuántica, son sistemas inestables. En estos sistemas una pe- 
queña perturbación se amplifica, unas trayectorias inicial- 
mente cercanas se separan. La inestabilidad introduce as- 


pectos nuevos esenciales. 


Lo que nos interesa, sobre todo, es conocer la inciden- 
cia de la inestabilidad en conceptos fundamentales como 
el determinismo, la irreversibilidad y los propios fundamen- 
tos de la mecánica cuántica. Como veremos, aparece un 
nuevo enfoque para abordar todos estos problemas. Por 
eso, cuando se tiene en cuenta el caos, se puede hablar de 
una nueva formulación de las leyes de la naturaleza. La 


apuesta es fuerte. 


El papel que tiene actualmente la ciencia en nuestra ci- 
vilización es fundamental, y sin embargo, utilizando una 
expresión bien conocida introducida por Snow, vivimos aún 


en una sociedad de dos culturas. La comunicación entre 
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los miembros de estas dos culturas es difícil. ¿Cuál es la 
razón de esta dicotomía? Se ha sugerido que es un proble- 
ma de conocimientos. Las ciencias fundamentales se ex- 
presan en términos matemáticos. Los «científicos» leen a 
Shakespeare, los «humanistas» no son sensibles a la belle- 
za de las matemáticas. Yo creo que esta dicotomía tiene 
una razón más profunda, se debe a la manera en que es 
incorporada la noción de tiempo en cada una de las dos 
culturas. 

En las ciencias naturales el ideal tradicional era alcan- 
zar la certidumbre asociada a una descripción determinis- 
ta. Hasta la mecánica cuántica persigue este ideal. En cam- 
bio, las ciencias humanas, ya se trate de la economía o la 
sociología, están dominadas por la noción de incerti- 
dumbre. 

Lo que distingue a ambas culturas es la manera de des- 
cribir el paso del tiempo. También se podrían tratar de dis- 
tinguir por la complejidad de su objeto. La física se ocu- 
paría de los fenómenos llamados simples, y las ciencias 
humanas de los complejos. Pero hoy el abismo entre los 
fenómenos llamados simples y los complejos se está redu- 
ciendo. Sabemos que las partículas llamadas elementales 
y los problemas de la cosmología corresponden a fenóme- 
nos sumamente complejos, que han dejado muy atrás las 
ideas que se tenían al respecto hace tan sólo unas décadas. 
En cambio, se han postulado modelos simples para des- 
cribir (de forma esquemática, pero muy interesante) unos 
problemas que tradicionalmente se habían considerado 


complejos, como el funcionamiento del cerebro o el com- 
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portamiento de las sociedades de insectos. Así pues, la dis- 
tinción basada en la idea de complejidad parece menos clara 
hoy que ayer. 

Estoy totalmente de acuerdo con sir Karl Popper cuando 
dice que el problema central de la dicotomía entre las dos 
culturas es el tiempo. El tiempo es nuestra dimensión exis- 
tencial fundamental. Es la base de la creatividad de los ar- 
tistas, los filósofos y los científicos. La introducción del 
tiempo en el esquema conceptual de la ciencia clásica fue 
un inmenso progreso. Sin embargo, empobreció la noción 
de tiempo, porque no se hizo ninguna distinción entre pa- 
sado y futuro. En cambio, en todos los fenómenos que per- 
cibimos a nuestro alrededor, ya sea en física macroscópl- 
ca, en química, en biología o en las ciencias humanas, el 
futuro y el pasado tienen distintos papeles. Encontramos 
por doquier una «flecha del tiempo». Se plantea, pues, la 
pregunta de cómo puede surgir del no tiempo la flecha del 
tiempo. ¿Es una ilusión el tiempo que percibimos? La cues- 
tión nos lleva a la «paradoja» del tiempo, que es el eje de 


esta obra. 


En la historia de la paradoja del tiempo se pueden dis- 
tinguir tres etapas/la toma de conciencia de esta parado- 
ja, a finales del siglo x1x,*la reaparición de la misma en 
las últimas décadas, yjsu solución, que es muy reciente. 
La solución de la paradoja del tiempo es el tema central 
de estas páginas. En ella desempeñan un papel esencial las 
nociones de inestabilidad y caos. 

No ignoro la dificultad de exponer estas cuestiones en 


un contexto tan limitado, porque la solución de la parado- 
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ja del tiempo está relacionada con problemas matemati- 
cos nuevos y apasionantes, pero difíciles de describir con 
un vocabulario adecuado. Se requiere un esfuerzo simul- 
táneo del autor y el lector. 

Pero volvamos, para empezar, a la posición tradicional. 

¿Podemos oponer «ser» y «devenir», lo mismo que opo- 
nemos «verdad» e «ilusión»? Como es sabido, esta era la 
posición de Platón, y también la de la física clásica. La 
aspiración de la física clásica era descubrir lo inmutable, 
lo permanente, más allá de las apariencias de cambio. La 
noción de suceso estaba excluida de esta descripción. Sin 
embargo, el afán de llegar a una física sin sucesos siempre 
ha tropezado con grandes dificultades. Ya Lucrecio se vio 
obligado a introducir la noción de «clinamen», que per- 
turba la caída de los átomos en el vacío, para permitir la 
aparición de novedades. Asimismo, dos mil años después, 
en un artículo del famoso Einstein que describe la emisión 
espontánea de luz, leemos que el tiempo de emisión de los 
fotones está determinado por el azar. He aquí un parale- 
lismo inesperado, si tenemos en cuenta que Lucrecio y Eins- 
tein están separados por la mayor revolución en la historia 
de nuestras relaciones con la naturaleza, el nacimiento de 


la ciencia moderna. 


La ciencia moderna se basa en la noción de leyes de 
la naturaleza. Estamos tan acostumbrados a ella, que ha 
llegado a ser como una perogrullada, y sin embargo posee 
implicaciones muy profundas. Una de estas característi- 
cas esenciales es, precisamente, la eliminación del tiempo. 


Siempre he pensado que en esta eliminación tuvo una 1n- 
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fluencia importante el elemento teológico. Para Dios todo 
está dado. La novedad, la elección o la acción espontánea 
dependen de nuestro punto de vista humano. En los ojos 
de Dios el presente contiene el futuro y el pasado. En este 
sentido, el sabio, con su conocimiento de la naturaleza, se 
acerca al conocimiento divino. Hay que reconocer que este 
programa tuvo un éxito extraordinario. Muchas veces nos 
parecía que habíamos llegado a realizarlo completamente. 

La física clásica se basaba en el estudio de la gravita- 
ción y el electromagnetismo. La física moderna ha añadi- 
do otras clases de interacción. Uno de los problemas que 
incluye la física actual en su programa es la unificación 
de las interacciones. A menudo se ha manifestado el de- 
seo de descubrir una ley única de la que podrían derivar 
todas las demás. Esta esperanza estaba en la base del tra- 
bajo de Einstein sobre la teoría del campo unificado, y si- 
gue siendo el tema central del libro de Stephen W. Haw- 
king Historia del tiempo. Pero la unificación de las 
interacciones está muy lejos de ser el único problema que 
se plantea hoy. Ya desde el siglo x1x la aparición de cien- 
cias basadas en paradigmas distintos había abierto otras 
perspectivas. La biología darwiniana y la termodinámica 
son ciencias de la evolución. La termodinámica es la cien- 
cia de la edad industrial. Pero la rápida transformación 
de nuestra relación con la naturaleza provocó un fuerte de- 
sasosiego. El peligro que amenazaba a la humanidad era 
el agotamiento de las fuerzas de la naturaleza. Parecía que 
el universo estaba condenado a evolucionar hasta su muerte 


térmica. 
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La biología posterior a Darwin es la expresión de un 
paradigma evolucionista, pero el darwinismo hacía hinca- 
pié en la aparición de novedades, nuevas especies, nuevos 
modos de adaptación, nuevos nichos ecológicos, mientras 
que la visión termodinámica sólo hablaba de nivelación 
y muerte térmica. El universo habría empezado en un ni- 
vel de entropía muy bajo, correspondiente a un «orden» 
inicial, para llegar a la muerte térmica al cabo de un tiem- 
po suficientemente largo. 

Sea como fuere, la aparición de los paradigmas evolu- 
tivos hizo que la paradoja del tiempo volviera a entrar en 
el ámbito de la ciencia, ya que, por un lado, en la ciencia 
newtoniana no había flecha del tiempo, y por otro, el con- 
cepto de irreversibilidad es esencial tanto en termodinámica 


como en biología. 


| primer científico que abordó la paradoja del tiem- 

po fue el físico austríaco Ludwig Boltzmann, que trató 
de dar una justificación dinámica microscópica a la fle- 
cha del tiempo de la termodinámica (1872). Pero los tra- 
bajos de Boltzmann fueron duramente criticados. Le re- 
procharon su falta de lógica. El gran matemático Henri 
Poincaré llegó a escribir que no podía recomendar la lec- 
tura de Boltzmann porque no podía recomendar la lectu- 
ra de textos cuyas conclusiones están en contradicción con 
las premisas. En efecto, parecía evidente que no se podía 
deducir una flecha del tiempo de la física clásica, basada 
en la equivalencia de pasado y futuro. Estas críticas hicie- 
ron que Boltzmann se echara atrás y asociara la entropía 
al «desorden». 

El esquema de Boltzmann es bien conocido. Conside- 
remos dos cajas conectadas por un conducto. Pongamos 
muchas partículas en una de las cajas, y unas pocas en la 
otra. Con el paso del tiempo hay una igualación progresi- 
va del numero de partículas: en esto consistiría la irrever- 
sibilidad. Pero si sólo fuera eso, se trataría realmente de 


una ilusión, porque si esperamos más tiempo podría ocu- 
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1. El esquema de Boltzmann. 


rrir que las partículas se concentraran de nuevo en el mis- 
mo recipiente. En esta visión, la irreversibilidad solamente 
se debería a los límites de nuestra paciencia. Es justamen- 
te el ejemplo al que recurre R. S. Feynman para justificar 
la reversibilidad de las leyes fundamentales de la física. 

Esta eliminación de la flecha del tiempo fue aceptada 
con entusiasmo por eminentes físicos. Einstein escribió que 
el tiempo como irreversibilidad sólo es «ilusión», y a esta 
conclusión llegan autores tan conocidos como Feynman o 


Hawking. Pero como hemos escrito en otro lugar: 


Quizá convenga, ante todo, subrayar el carácter casi in- 
concebible de esta idea de reversibilidad dinámica. El pro- 


blema del tiempo —de lo que su flujo preserva, crea y des- 
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truye— ha sido siempre crucial para el hombre. Muchas es- 
peculaciones han puesto en entredicho la idea de novedad, 
y han afirmado el inexorable encadenamiento de causas y 
efectos. Muchas formas de saber místico han negado la rea- 
lidad de este mundo mudable e inseguro, persiguiendo el ideal 
de una existencia que nos permita librarnos 'del dolor de la 
vida. Por otra parte, conocemos la importancia que tenía en 
la antigúedad la idea de un tiempo circular, que vuelve pe- 
riódicamente a sus orígenes. Pero la eterna vuelta a sí mis- 
mo está marcada por la flecha del tiempo, como el ritmo 
de las estaciones o el de las generaciones humanas. Ninguna 
especulación, ningún saber ha sostenido nunca la equivalencia 
entre lo que se hace y lo que se deshace, entre una planta 
que brota, florece y muere, y una planta que resucita, reju- 
venece y vuelve a su semilla primitiva, entre un hombre que 
madura y aprende y un hombre que poco a poco se hace niño, 
luego embrión, luego célula. Sin embargo la dinámica, teo- 
ría física que se suele identificar con el triunfo de la ciencia, 
implicaba desde su origen esta negación radical del tiempo. 
Eso fue lo que reveló el fracaso de Boltzmann, y no habían 
osado reconocer antes que él ninguno de los pensadores, 
como Leibniz o Kant, que habían hecho de la ciencia del mo- 


vimiento el modelo inteligible del mundo.‘ 


Al abordar la paradoja del tiempo no hay que olvidar 
que los físicos, desde el principio, habían realizado una elec- 
ción específica del objeto de su estudio. En Ciencia y 
método” Poincaré hace hincapié en el hecho de que, para 
establecer leyes generales, el físico debe elegir fenómenos 
repetibles. Hoy quizá no estaríamos de acuerdo con el punto 


de vista de Poincaré. Lo que hoy nos interesa no es nece- 
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sariamente lo que podemos prever con certeza. Popper tiene 
una hermosa expresión, habla de relojes y nubes.” La fí- 
sica clásica se interesaba ante todo por los relojes, la física 
actual más bien por las nubes. Pero lo importante es que 
hoy podemos empezar a salir del molde específico en el 
que surgió la física clásica. Podemos admirar la sencillez 
del movimiento planetario, la precisión asociada a los re- 
lojes, pero también podemos reconocer su carácter parti- 
cular, casi único. Esta transformación de nuestro punto de 
vista es uno de los objetos de este libro. Tengo la impre- 
sión de que vivimos un momento privilegiado. La física 
está en un punto de transición, se abre a un mundo de nue- 
vos dilemas, y al mismo tiempo a una mejor comprensión 


de su historia pasada. 


Me gustaría hablar ahora de la reaparición del proble- 
ma del tiempo en las últimas décadas. Es un fenómeno cu- 
rioso, porque coincide con un momento particular de la 
historia social y política. De alguna forma notamos el paso 
del tiempo. Ya se trate de los sucesos que nos dan una nueva 
visión de Europa occidental, o de los sucesos del Este, ad- 
vertimos que nos encontramos en un período de «bifurca- 
ción» al que no se aplica el concepto de la ley clásica de 
la naturaleza. Nos resulta más difícil aceptar que la no- 
ción de suceso es una ilusión. Sin embargo, era este el punto 
de vista de la física clásica, y lo teníamos tan asumido que 
un suceso nos llegaba a parecer algo casi anticientífico. 

¿Cuáles son los grandes sucesos de la historia del mun- 
do? Sin duda, el nacimiento del universo o el nacimiento 


de la vida. A ese respecto Asimov ha escrito una divertida 
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historia. ¿Seremos capaces de vencer algún día el segundo 
principio de la termodinámica? Esta es la pregunta que un 
pueblo, de generación en generación, de civilización en ci- 
vilización, le hace a un ordenador gigante en el relato de 
Asimov The last question. Pero el ordenador siempre 
contesta lo mismo: «no hay datos suficientes». Pasan mi- 
les de millones de años, las estrellas y las galaxias mueren, 
pero el ordenador, conectado directamente al espacio- 
tiempo, sigue calculando. Al final el universo está muer- 
to, pero el ordenador ya conoce la respuesta. Ahora sabe 
cómo vencer el segundo principio, y justo en ese momen- 
to nace un nuevo universo. 

La reaparición de la paradoja del tiempo se debe, so- 
bre todo, a dos descubrimientos. El primero es el de las 
estructuras de no equilibrio, o estructuras «disipativas». 
Esta nueva física del no equilibrio ha sido objeto de nu- 
merosas exposiciones, de modo que no me extenderé so- 
bre el tema. Únicamente recordar que hoy sabemos que 
la materia se comporta de una forma radicalmente distin- 
ta en las condiciones de no equilibrio, cuando los fenóme- 
nos irreversibles desempeñan un papel fundamental. Uno 
de los aspectos más espectaculares de este nuevo compor- 
tamiento es la formación de estructuras de no equilibrio 
que sólo existen mientras el sistema disipa energía y per- 
manece en interacción con el mundo exterior. He aquí un 
evidente contraste con las estructuras de equilibrio, como 
los cristales, que una vez formados pueden permanecer ais- 


lados y son estructuras «muertas» sin disipación de energía. 


El ejemplo más sencillo de estructura disipativa que se 
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puede poner, un poco por analogía, es la ciudad. Una ciu- 
dad es distinta del campo que la rodea. La raíz de esta 1n- 
dividuación son las relaciones que establece con el campo 
colindante. Si se suprimieran esas relaciones la ciudad de- 
saparecería. 

Las dos ramas de la ciencia en que han sido más estu- 
diadas las estructuras disipativas son la hidrodinámica y 
la cinética química. A estas ramas se han sumado recien- 
temente la óptica de los rayos láser. 

Un ejemplo bien conocido en hidrodinámica es la ines- 
tabilidad de Bénard. Este experimento consiste en calen- 
tar un líquido por abajo. Cuando se crea una diferencia 
de temperatura lo bastante grande, aparecen remolinos en 
los que se suceden millones de partículas. Así el no equili- 
brio crea correlaciones de largo alcance. Yo suelo afirmar 
que la materia en equilibrio es ciega, cada molécula sólo 
ve las primeras moléculas que la rodean. En cambio, el no 
equilibrio hace que la materia «vea». Aparece entonces una 
nueva coherencia. La variedad de las estructuras de no equi- 
librio que se van descubriendo resulta asombrosa. Estas 
estructuras revelan el papel creador fundamental de los fe- 


nómenos irreversibles, y por lo tanto la flecha del tiempo. 


Tomemos un recipiente que contenga materia, aislada 
del mundo. Este sistema va a alcanzar el equilibrio. Si ob- 
servamos las moléculas al microscopio, veremos un movi- 
miento desordenado incesante: es el «caos molecular» (que 
no es lo mismo que el caos «dinámico», como veremos). 
Si ahora abrimos el sistema y permitimos que penetren en 


él flujos de energía y de materia, la situación cambia radi- 
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cálmente. Por un lado, a escala macroscópica, se produ- 
cen fenómenos irreversibles, flujo de calor, reacciones quí- 
micas que llevan a nuevas estructuras espaciotemporales 
imposibles de realizar en equilibrio. Por otro lado, el caos 
molecular se organiza y da lugar a rupturas de simetría 
temporal y espacial. 

Veamos dos ejemplos de «estructuras disipativas». Uno 
de ellos son los osciladores químicos. Para simplificar, re- 
presentemos el sistema formado por moléculas X e Y de 
colores «distintos». La imagen intuitiva que nos forma- 
mos de las colisiones es la de encuentros casuales. Debe- 
ríamos esperar encontrarnos con destellos azules asocia- 
dos a X o rojos asociados a Y. En lugar de esto, vemos 


una alternancia periódica de los colores rojo y azul. 


Hoy conocemos muchos osciladores químicos. La apa- 
rición de la solución oscilante lejos del equilibrio se pro- 
duce a partir de un punto de «bifurcación». Los puntos 
de bifurcación corresponden al diagrama representado en 
la figura 2. 

De los puntos de bifurcación emergen varias solucio- 
nes. La elección de estas soluciones viene dada por un pro- 
ceso probabilista. Cuando se repite el experimento en si- 
tuaciones ideales, en el caso de la figura 2 se obtiene un 
cincuenta por ciento de sistemas que van por la rama 
(¿2,), y otro cincuenta por ciento por la rama (b,). Por su- 
puesto, suele haber otras bifurcaciones después de la pri- 
mera. Así pues, la evolución se realiza a través de una su- 
cesión de estadios descritos por leyes deterministas y leyes 


probabilistas. La probabilidad y el determinismo no se opo- 


30 Las leyes del caos 


Do 


Dy 


> 


solución única soluciones múltiples 


2. Puntos de bifurcaciones. 


nen ni siquiera a escala macroscópica, sino que se com- 
plementan. La existencia de bifurcación da un carácter his- 
tórico a la evolución de un sistema. La historia se introdu- 
ce entonces en los sistemas más simples de la química y 
la hidrodinámica. 

Una propiedad destacada de estas bifurcaciones es su 
sensibilidad, el hecho de que pequeñas variaciones en la 
naturaleza del sistema lleven a la elección preferente de una 
de las dos ramas. Para eso basta con romper la simetría. 
La figura 2 representa una bifurcación ideal, mientras que la 
figura 3 representa una bifurcación incompleta debida a 
la presencia de un campo que rompe la simetría entre las 


dos ramas. 


Veamos ahora un ejemplo muy interesante de mecanis- 
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3. Bifurcación incompleta. Selección de una bifurcación a través de 
una perturbación relacionada con el campo exterior n y obtenido con 
ruptura de simetría. La separación mínima A entre las ramas pertur- 
badas tiene que superar la perturbación causada a las fluctuaciones. 
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mos de esta ruptura de simetría. Me refiero a un trabajo 
reciente de Kondepudi y sus colaboradores titulado «Chi- 
ral symmetry breaking in sodium chlorate crystalliza- 
tion». Las moléculas de clorato de sodio NaClO% son óp- 
ticamente inactivas, es decir, que no hacen girar el plano 
de polarización de la luz. En cambio los cristales de 
NaC10, son ópticamente activos, y hay dos formas: una 
forma dextrógira y otra levógira. Si se enfría una solución 
de NaC10,, se forma el mismo número de cristales levó- 
giros y dextrógiros, aparte de algunas fluctuaciones esta- 
dísticas. Supongamos que agitamos la solución mientras 
se enfría. Entonces comprobaremos que las moléculas dan 
todos los cristales levógiros o todos dextrógiros. ¿Cómo es 
posible? Se puede considerar que la elección entre un cris- 
tal dextrógiro y uno levógiro es como una bifurcación. En 
el medio en reposo estas bifurcaciones son independien- 
tes. Un cincuenta por ciento se comporta de una manera 
y el otro cincuenta por ciento de la otra. En un sistema 
agitado la primera bifurcación da lugar ya sea a una for- 
ma levógira, ya sea a una forma dextrogira. A causa de 
la agitación los gérmenes de los primeros cristales se di- 
funden por el medio. Por eso encontramos sólo cristales 
levógiros, o sólo cristales dextrógiros. El campo que rom- 
pe la simetría del sistema de la figura 3 es producido aquí 


por la agitación. 


Resulta divertido recordar la importancia que daba Pas- 
teur a la simetría molecular. Para él la diferencia entre los 
cristales dextrógiros y los levógiros era esencial para en- 


tender el fenómeno de la vida. Pasteur escribió: «La vida 
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(a) (b) (c) 


4. Estructuras de Turing. 


tal como se nos presenta es una función de la asimetría 
del universo y una consecuencia de este hecho». El uni- 
verso es asimétrico. Hoy entendemos mejor esta afirma- 
ción, porque la ruptura de la simetría a la que alude Pasteur 
está relacionada con el no equilibrio, con la irreversibilidad. 
En cuanto a esta última, aparece como una consecuencia 
de la inestabilidad inherente a las leyes dinámicas de la 
materia. 

Vamos a pasar ahora a otra manifestación espectacu- 
lar de la ruptura de simetría introducida por la flecha del 
tiempo. Es la formación de las estructuras estacionarias 
de no equilibrio. Turing había predicho la formación de 
dichas estructuras en un trabajo fundamental de 19532,” y 
nuestro grupo la estudió de una forma más cuantitativa 
en los años sesenta.” Pero hasta hace algunos años no se 
han observado estas estructuras en los laboratorios de 
Burdeos” y Austin,” Texas (figura 4). La principal dificul- 
tad experimental era evitar las corrientes de convección que 


destruyen las estructuras. En el aspecto teórico, lo que re- 
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sulta quizá más importante en su observación es que po- 
demos verificar la aparición de dimensiones intrínsecas de- 
bidas a los fenómenos irreversibles. Esencialmente, la 
distancia entre las «mallas» de estas estructuras está de- 
terminada por la relación VD/k, en la que D es un coefi- 
ciente de difusión y k el inverso de un tiempo relacionado 
con la velocidad de reacción química. Vemos aparecer así 


toda una nueva cristalografía de no equilibrio. 


Los ejemplos anteriores se refieren a la formación de 
estructuras. Pero los procesos de no equilibrio también pue- 
den dar lugar a señales no periódicas, más irregulares. Se 
habla entonces de caos disipativo temporal o de caos es- 
paciotemporal (véase figura 5). 

Insistimos en el hecho de que, a escala molecular, se 
trata siempre de fenómenos colectivos que afectan a miles 
de millones de moléculas. La irreversibilidad lleva a nue- 
vos fenómenos de orden. Lo que también conviene recor- 
dar es que, ya a escala macroscópica, estamos ante una 
«mezcla» de determinismo y probabilidad. Einstein, en uno 
de sus últimos trabajos,” volvía sobre el papel de las pro- 
babilidades en física, y llegaba a la conclusión de que los 
que pensaban que el carácter estadístico de la mecánica 
cuántica acabaría con el determinismo a nivel macroscó- 
pico, el nuestro, iban a quedar defraudados. Las conside- 
raciones estadísticas de la mecánica cuántica sólo se apli- 
caban a nivel microscópico. Este es uno de los aspectos 
interesantes del estudio de los puntos de bifurcación que 
acabo de mencionar. Estos puntos de bifurcación revelan 


que incluso a escala macroscópica la predicción que po- 


5. Caos espaciotemporal. Los puntos representativos concentrados pri- 
mero en una región (la bola negra en el tiempo inicial T = 0) se distribu- 
yen progresivamente a lo largo de las trayectorias de un sistema caoti- 


co (ilustración por cortesía de G. Nicolis). 
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demos hacer del futuro es una mezcla de detcrminismo v 
probabilidades. En el punto de bifurcación la predicción 
tiene un carácter probabilista, mientras que entre los pun- 
tos de bifurcación podemos hablar de leyes deterministas. 

En todos estos ejemplos vemos que la «flecha del tiem- 
po» es creadora de estructuras. Sólo podemos hablar de 
«sistema» en las situaciones de no equilibrio. Sin las co- 
rrelaciones de largo alcance debidas al no equilibrio no ha- 
bría vida ni, a fortiori, cerebro. / 

En consecuencia, los fenómenos de no equilibrio ha- 
cen que reaparezca la paradoja del tiempo. Ante todo ve- 
mos el papel «constructivo» del tiempo. Los fenómenos 
irreversibles no se reducen, como se pensaba antes, a un 
aumento del «desorden». Estos fenómenos, por el contra- 
rio, tienen un papel constructivo muy importante. Pero esto 
nos obliga a revisar nuestras ideas sobre los fundamentos 
dinámicos de los fenómenos irreversibles. En la imagen clá- 
sica la irreversibilidad se debía a nuestras aproximaciones, 
a nuestra ignorancia. Somos nosotros quienes introduci- 
mos la irreversibilidad en una naturaleza que es reversible 
en el tiempo y determinista. Una manera más sofisticada 
de expresar la misma idea era hablar de «grano grueso» 
(coarse graining). Además de los resultados de la dinámi- 
ca, debíamos tener en cuenta que en el mundo macroscó- 
pico sólo podemos apreciar magnitudes medias. Esta ima- 
gen de «grano grueso» es, pues, otra forma de expresar 
la idea de que nuestra ignorancia es la que lleva a la irre- 
versibilidad. Como mucho, se podrían sostener estas ideas 


a propósito de manifestaciones muy simples y de fenóme- 
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nos irreversibles, como la viscosidad o la difusión. Pero 
es imposible ante los osciladores químicos o las estructuras 
de Turing, pues se llegaría a conclusiones absurdas. Habría 
que atribuir el funcionamiento de nuestra vida a nuestra ig- 
norancia, o relegarla a lo que es solamente fenomenológico. 

¿Es menos «fundamental» la vida que la no vida? Por 
suerte, como veremos a continuación, hoy podemos rela- 
cionar la irreversibilidad no ya con nuestra ignorancia, sino 
con la estructura fundamental de las leyes de la dinámica 
clásica o cuántica, formuladas para los sistemas inestables 
o caóticos. Feynman, en su obra El carácter de la ley físi- 
ca, describía bien la imagen clásica del mundo cuando com- 
paraba la naturaleza con una inmensa partida de ajedrez. 
Cada movimiento, tomado aisladamente, sería simple, y 
tanto la complejidad como la irreversibilidad serían con- 
secuencia del elevado número de elementos en juego. Pero 
hoy es difícil aceptar esta imagen, pues a una escala ele- 
mental ya aparece, como veremos, el problema de la ines- 
tabilidad. 


Otra manera de tratar de eliminar la irreversibilidad es 
hacer alusión al principio antrópico. Es lo que hace Ste- 
phen Hawking en su citada obra Historia del tiempo. En 
ella leemos: «Se necesita una flecha termodinámica fuerte 
para que la vida inteligente pueda actuar...» y más ade- 
lante «en resumen, las leyes de la física no hacen distin- 
ción entre las direcciones futura y pasada del tiempo».” 
Pero ¿cómo se pueden conciliar ambas afirmaciones? Si 
se necesita una flecha termodinámica fuerte para que pueda 


desarrollarse la vida inteligente, es necesario que esa fie- 
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cha termodinámica tenga una contrapartida en nuestra des- 
cripción del universo. Tiene que ser tan real como cual- 
quier otro fenómeno físico. Es cierto que la introducción 
de la irreversibilidad nos obliga a formular de nuevo las 
leyes de la dinámica. Dado que las leyes de la dinámica 
tradicional, ya se trate de la dinámica clásica, cuántica o 
relativista, no contienen la dirección del tiempo, hay que 
formular de nuevo las leyes de la dinámica. Se trata, sin 
duda, de una tarea muy ambiciosa. Me viene a la mente 
una pregunta que solía hacer Heisenberg: «¿Qué diferen- 
cia hay entre un pintor abstracto y un físico teórico?». Y 
daba la siguiente respuesta: Un pintor abstracto quiere ser 
lo más original posible, mientras que un físico teórico tie- 
ne que ser lo menos original posible. Estoy de acuerdo con 
Heisenberg, y si creo que hay que formular de nuevo las 
leyes de la dinámica, lo cual, efectivamente, puede parecer 
demasiado ambicioso, es porque no veo otra forma de in- 
troducir el tiempo en la descripción física del mundo. Esta 
introducción del tiempo en el nivel fundamental de des- 
cripción es una necesidad ineluctable, después de lo que 
hemos descubierto en las últimas décadas sobre el papel 


constructivo de la irreversibilidad. 


Ya hemos mencionado que la reaparición de la para- 
doja del tiempo se debía a dos hechos igual de inespera- 
dos. El primero es el descubrimiento de las estructuras de 
no equilibrio. El segundo está relacionado con la renova- 
ción de la dinámica clásica. Esta renovación es una mues- 
tra del carácter imprevisible del desarrollo de la ciencia. 


Todos esperaban que hubiera nuevos descubrimientos en 
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el ámbito de la mecánica cuántica o de la relatividad, pero 
el hecho de que la dinámica clásica, la más antigua de 
las ciencias, se transformara totalmente tres siglos después 
es un acontecimiento tal vez único en la historia de las 


ciencias. 


V7 amos a centrar ahora nuestra atención en el mundo 

Y microscópico, en el mundo de la dinámica. Ya he men- 
cionado la batalla que libró Boltzmann para introducir el 
segundo principio de la termodinámica en la física clási- 
ca. Se vio obligado a concluir que la irreversibilidad pos- 
tulada por la termodinámica era incompatible con las le- 
yes reversibles de la dinámica. Parecía que el hecho de que 
en relatividad y en mecánica cuántica se mantuviera el mis- 
mo punto de vista confirmaba sus conclusiones. Las leyes 
básicas cuánticas o relativistas son reversibles en relación 
con el tiempo, lo mismo que las de la dinámica clásica. 
Pero en los últimos años ha habido un cambio espectacu- 
lar. Un ejemplo de este nuevo punto de vista que se abre 
camino hoy es la declaración solemne de sir James Light- 
hill en 1986, a la sazón presidente de la Unión Interna- 
cional de Mecánica Pura y Aplicada. Lighthill se expresa- 


ba así: 


Llegados a este punto debo hacer un alto y hablar en nom- 
bre de la gran hermandad de los expertos de la mecánica. 
Hoy somos muy conscientes de que el entusiasmo que sen- 
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tían nuestros predecesores por el éxito maravilloso de la me- 
cánica newtoniana les llevó a hacer generalizaciones, en el 
campo de la predicción que hoy han resultado ser falsas. 
Queremos pedir disculpas colectivamente por haber induci- 
do a error al público culto al propagar, a propósito del de- 
terminismo de los sistemas que cumplen las leyes newtonia- 
nas del movimiento, unas ideas que después de 1960 ya no 
se pueden sostener.” 


He aquí una declaración verdaderamente singular. Los 
historiadores de la ciencia están acostumbrados a revolu- 
ciones en las que una teoría se viene abajo y otra triunfa. 
Cualquiera de nosotros puede cometer errores, y lo que 
debe hacer después es disculparse por haberlos cometido. 
Pero es de todo punto excepcional que los expertos reco- 
nozcan que durante tres siglos se han equivocado en un 
aspecto esencial de su ámbito de trabajo. 

La renovación de la dinámica, la más antigua de las 
ciencias occidentales, es un fenómeno único en la historia 
de las ciencias. Durante mucho tiempo el determinismo era 
el símbolo de la inteligibilidad científica, mientras que hoy 
se reduce a una propiedad que sólo es válida en casos lí- 
mite. Estos casos límite corresponden, precisamente, a los 
sistemas dinámicos estables. De modo que la noción de pro- 
babilidad que había introducido Boltzmann para poder ex- 
presar la flecha del tiempo ya no corresponde a nuestra 
ignorancia, y adquiere un significado objetivo. 

La razón de la declaración de sir James Lighthill es, 


concretamente, el descubrimiento de los sistemas dinami- 
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eos caóticos. El simple hecho de que unos sistemas pue- 
dan volverse caóticos no es ninguna novedad. El ejemplo 
clásico es la transición entre movimiento laminar y turbu- 
lento. Pero un líquido es un sistema complejo, con una po- 
blación enorme de partículas en interacción. Es un siste- 
ma tan complejo que no podemos pretender describirlo en 
términos de trayectorias individuales. En consecuencia, los 
físicos podían pensar que se podía proceder por aproxi- 
maciones, y una vez más el caos y la irreversibilidad po- 
dían ser resultado de estas aproximaciones. Pero la nove- 
dad reside en que actualmente tenemos sistemas caóticos 
muy simples, y ya no nos sirve la coartada de la compleji- 
dad. El carácter inestable e irreversible pasan a ser parte 


integrante de la descripción en el nivel fundamental. 


Veamos, para empezar, un ejemplo sencillo: el despla- 
zamiento de Bernoulli. Se trata de una interacción muy sim- 
ple. Se toma un número cualquiera x, comprendido entre 
Oy 1. Se multiplica por 2 a intervalos regulares, por ejem- 
plo a cada segundo, y se resta la parte que excede de la 
unidad. Obtenemos asi x,,, = 2x, (mod. 1). Se conoce 
como «ecuación del movimiento». Es fácil obtener así su- 
cesiones de números (por ejemplo, 0,13; 0,26; 0,52; 0,04; 
0,08...). Los números sucesivos crecen hasta exceder la uni- 
dad y luego se insertan de nuevo en el intervalo 0-1 (véase 
la figura 6a). Para entender lo que pasa se puede represen- 


tar el número x en sistema binario, es decir: 
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donde u_,, u_,, ... son números iguales a0 o 1. El desplaza- 
miento x,, = 2x, (mod. 1) corresponde entonces al despla- 
zamiento u', = u,..,. Todos los números uj están desplaza- 


dos a la izquierda. Tomemos ahora dos números que difie- 


U -40 

ran muy poco, por ejemplo a partir de los a, 
l 

¡Al cabo de 40 desplazamientos la diferencia será de -! 


En esto consiste la «sensibilidad a las condiciones 1n1- 
ciales», ya que el más mínimo error en la condición inicial 
(5x),, lleva a una amplificación exponencial. Unas causas 
tan pequeñas como se quiera tienen consecuencias esen- 
ciales en el comportamiento del sistema. La separación en- 
tre dos números cercanos aumenta exponencialmente, o 
también, con arreglo a esta ley, la distancia entre «dos trayec- 
torias» aumenta exponencialmente con el tiempo (3x),, = 
= (5x), exp Xn. El coeficiente X se llama exponente de 
Liapunov, y VX es el tiempo de Liapunov. Los sistemas 
que presentan esta divergencia exponencial son, por defi- 
nición, sistemas «caóticos». Poseen una escala intrínseca 
de tiempos definida por el tiempo de Liapunov VX Des- 
pués de una evolución larga con respecto al tiempo de Lia- 
punov se pierde la memoria del estado inicial. ¿Qué se pue- 
de hacer en esta situación? La noción de trayectoria, que 
es el instrumento fundamental de la dinámica clásica, es 
una idealización inapropiada en este caso, porque las tra- 
yectorias se desvanecen después de tiempos largos con res- 
pecto a Í[/% El desplazamiento de Bernoulli es el prototi- 


po del caos dinámico. Debemos, pues, inclinarnos por una 


P | | 
(a) ' | Xne1 = 2Xn (mod 1) 


(b) 


(c) 


0 100 200 
| 

6. Diagrama de Bernoulli y transformaciones diádicas. 0) Diagrama 
de Bernoulli; b) Con una densidad inicial y = 2x, las aplicaciones su- 
cesivas del operador de Perron-Frobenius correspondiente a la trans- 
formación diádica resultan en densidades que se aproximan a p = I, 
y c) trayectoria calculada partiendo del valor inicial x” S 0,0005. 
Compárese la irregularidad de esta trayectoria con el lento acercamiento 
de la densidad en (b) a un límite. [Figuras h y c: A. Lasota y M. Mac- 
key, Prohahilistic Properiies of Deterministic Systems? Cambridge Uni- 
versity Press, Cambridge, 1985.] 
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aproximación estadística basada en el empleo de probabi- 
lidades. Es un hecho de la mayor importancia, porque al 
abandonar las trayectorias nos apartamos de las certidum- 
bres tranquilas de la dinámica clásica. En realidad es lo 
que Boltzmann había propuesto hace cien años, pero aho- 
ra la introducción de probabilidades corresponde a una ne- 
cesidad objetiva relacionada con la inestabilidad. 

Así pues, introducimos una función de distribución es- 
tadística p(x,t) (figura 7) que da la probabilidad de realizar 
el número x en el tiempo / (o al cabo de n iteracciones). 
La descripción estadística corresponde a una generaliza- 
ción del concepto de trayectoria, que encontramos cuan- 
do tomamos una distribución 5(x — x,,) (véase la figura 
7). La función 5(x — x,) es «singular». Es distinta de cero 
para x = x, y nula para todos los demás valores. Einton- 
ces sabemos que hay una trayectoria en el punto % Ya 
volveremos sobre el papel de las distribuciones que son fun- 


ciones singulares. 


¿Qué se puede decir de la evolución de la función de 
distribución p en el tiempo? Un teorema importante (véa- 
se, por ejemplo, Schuster)” es que, en el caso del despla- 
zamiento de Bernoulli, la distribución tiende a la unifor- 
midad en el intervalo entre O y 1 (en términos técnicos, esto 
significa que el desplazamiento de Bernoulli está «mezcla- 
do», véase el Apéndice). Pero nos gustaría 1r más lejos y 
analizar cuantitativamente esta evolución de la distribu- 
ción inicial hacia la evolución alcanzada asintóticamente 


con el tiempo. Podemos escribir formalmente: 


P(x) = U p.) 
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P od t) P (Xx, t) 


o 1 O 


7. Descripción estadística. 


donde p,,,(x) es la distribución estadística al cabo de n + 
| desplazamientos, y p,(x) después de n desplazamientos. 
El operador U transforma, pues, p,, en p,,,, y recibe el 
nombre de «operador de Perron-Frobenius». 

La física de las trayectorias se convierte ahora en la fí- 
sica de las funciones de distribución. Las leyes del movi- 
miento —en el caso de Bernoulli es simplemente la recu- 
rrencia X,,, = 2x,, (mod. 1)— pasan a ser las leyes de 
evolución de p por efecto del operador de evolución U. 

En el caso de Bernoulli podemos dar la forma explícita 
de este operador. Estos son los resultados (el lector que esté 


interesado en los cálculos podrá encontrarlos en el Apéndice): 


l + x 


2 


Es fácil comprobar que si p,, es una constante, p,.,, 
también lo será (se mantiene la distribución uniforme). Asi- 


mismo, Si 
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(x) = (x) = l 
(x X, P. (Xx - + -> 
p p 5 


y las sucesivas iteraciones aproximarán p a una constante, 
como en la figura 6. 

Por consiguiente, debemos analizar el operador U. 
Como ya se ha dicho, el problema del cálculo de las tra- 
yectorias es reemplazado por el del análisis de las propie- 
dades del operador de evolución U. En esto consiste la no- 
vedad de nuestro método. El hecho de que la inestabilidad 
lleve a la introducción de probabilidades no tiene nada de 
extraño, y ha sido destacado por numerosos autores.” 

Pero para nosotros la necesidad de desarrollar las ma- 
temáticas con el fin de realizar el análisis del operador U, 
que describe la evolución de las probabilidades, es sólo el 
punto de partida. En ese preciso momento se plantea el 
problema esencial: ¿cómo se establece a este nivel la rup- 
tura de simetría temporal (figura 8)? Cuando hablamos de 
nueva formulación de las leyes de la naturaleza, es preci- 
samente en términos de propiedades del operador de evo- 
lución. Como ya he señalado, esta exposición requiere una 
precisión mínima, porque pretende introducir al lector en 
sectores de las matemáticas que se han empezado a explo- 


rar en época muy reciente. 


Es un hecho histórico: en la ciencia occidental las leyes 
de la naturaleza se escriben en términos matemáticos. El 
desarrollo de la física teórica y el de las matemáticas siem- 
pre han ido a la par. Ocurre en la dinámica clásica, la me- 
cánica cuántica, la relatividad, y también en este caso. 


El problema de describir la evolución de un sistema di- 
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nivel 
macroscópico 


irreducible: 
nivel ruptura de 
estadistico la simetria 
temporal 
inestable 


nivel 


microscópico (trayectorias, 


funciones de onda) 


8. Trayectorias. 


námico sin recurrir a las trayectorias ya se planteó en me- 
cánica cuántica, y el estudio del operador U recuerda mu- 
cho los problemas fundamentales de esta rama. 

Más adelante volveremos sobre la mecánica cuántica. 
De momento sólo mencionaremos que su magnitud funda- 


mental es la función de onda 4*(x,t) que obedece a la ecua- 


ción de Schrodinger. Es una ecuación de forma 1 — = 
di 

= HY, según la cual la variación temporal de la función 

de onda 4* es igual al efecto del operador H sobre 4* (en 

esta obra, hemos elegido unidades como la constante de 

Planck h = 1). El operador H se reduce en el caso clásico 

a la función «hamiltoniana», es decir, a la energía del sis- 


tema expresada en términos de variables mecánicas coor- 
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denadas y cantidades de movimiento. Entonces recibe el 
nombre de «operador hamiltoniano» (actúa sobre *£; más 
adelante volveremos a hablar de la ecuación de la mecani- 
ca cuántica). Gracias a esta ecuación podemos obtener el 
valor de la amplitud Y en función de / en el instante /,,. 


La solución de la ecuación es: 


yt = ,-lH«-gy,,., = U ( t — t o m t o ) 


U es aquí el operador de evolución de la mecánica cuánti- 
ca. Es evidente la analogía con el operador de Perron- 
Frobenius. 

Pero también hay diferencias: la función de onda no 
representa una probabilidad, sino una «amplitud de pro- 
babilidad». La probabilidad de encontrar un sistema en el 
punto en el instante t es proporcional a “P(x,t)T"(x,t). 
También hablaremos de ello. De todos modos es natural 
que tratemos de trasladar los métodos que han servido para 
analizar la evolución de la amplitud *F en el ámbito de la 
mecánica cuántica a los sistemas caóticos como el despla- 
zamiento de Bernoulli. Pero aparecen nuevos problemas, 
porque en el caso de la mecánica cuántica la evolución es 
sobre todo periódica. Si sustituimos H por un número or- 
dinario, vemos que el operador de evolución U, en la fór- 
mula anterior, pasa a ser una exponencial oscilante. En el 
caso de los sistemas caóticos el problema es distinto, por- 
que esperamos encontrar una evolución irreversible. Por 
consiguiente debemos generalizar el problema de la mecá- 


nica cuántica para incluir en el operador de evolución las 
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propiedades de la evolución temporal del sistema, como el 
tiempo de Liapunov. Formalmente esto significa sustituir 
el operador hamiltoniano H por un número real, pero com- 
plejo (con una parte real y otra imaginaria). La parte imagi- 
naria describe un comportamiento «amortiguado». En tér- 
minos técnicos, debemos extender la teoría espectral de 
valores propios reales (es decir, que asocia a H números rea- 
les) a una teoría espectral compleja"(véase el Apéndice). 
Esto requiere modificaciones muy profundas, y las investí- 
gaciones en este campo son recientes, aunque se basan en 


los trabajos ya clásicos de grandes matemáticos como Neu- 


mann, Gelfand y otros (véase referencias en el Apéndice). 

Vamos a hacer aquí una exposición cualitativa simpli- 
ficada. Para más detalles, véase el Apéndice. El esquema 
es el siguiente: inestabilidad (tiempo de Liapunov) -* pro- 
babilidad -* irreversibilidad. La inestabilidad, el caos, nos 
obligan a pasar a un esquema probabilista (abandono de 
las trayectorias en mecánica clásica, de las funciones de 
onda en mecánica cuántica), el esquema probabilista nos 
lleva a estudiar el operador de evolución correspondiente, 
lo cual nos permitirá aclarar la ruptura de simetría tem- 
poral y por consiguiente la irreversibilidad. 

El resultado esencial de nuestro estudio es que, para 
los sistemas inestables, las leyes fundamentales de la diná- 
mica clásica (o cuántica, como veremos más adelante) se 
formulan en términos de propiedades de la evolución de 
probabilidades. A este nivel podemos aclarar las leyes del 
caos y describir los cambios que la inestabilidad y el caos 


introducen en nuestra visión del mundo. 
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Conviene señalar que el ejemplo que hemos dado, el 
desplazamiento de Bernoulli, no es realmente un sistema 
dinámico. Las ecuaciones de los sistemas dinámicos clasi- 
cos o cuánticos son reversibles, y en ellas + ty — t tienen 
el mismo papel. Pero en este caso no. Si en lugar de consi- 


derar el «mapa» x,,, = 2x, consideramos el «mapa» in- 


verso X,,, = —, al final de las iteraciones llegaremos al 
2 


punto x = 0. De modo que antes de volver al estudio de 
la evolución de las probabilidades vamos a poner otro ejem- 
plo, que esta vez se refiere a un sistema dinámico. Es la 
llamada «transformación del panadero». 

La transformación del panadero consiste en la siguiente 
transformación geométrica. Tomamos un cuadrado, lo es- 
tiramos en la dirección horizontal para obtener un rectán- 
gulo con un factor 2 y luego plegamos la parte derecha so- 
bre la izquierda. La operación se ilustra en la figura. Al 
repetir esta operación obtenemos una fragmentación cada 
vez mayor a lo largo de la coordenada vertical (véase la 
figura 9). En cambio, cuando retrocedemos en el tiempo, 
obtenemos una fragmentación cada vez más fina a lo lar- 
go de la abscisa x y la función de distribución se vuelve 
uniforme en la coordenada vertical y. 

Estamos de nuevo ante un sistema inestable, muy pare- 
cido al sistema de Bernoulli. Dos puntos que al principio 
de las transformaciones estaban muy próximos se separan 
exponencialmente, y en el futuro estarán en regiones dife- 
rentes. De nuevo encontramos la ley exponencial (8r),, = 


= (5r),2" = (5r),e"*, donde 8r es la distancia entre dos 
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(a) (b) © 


9. La «transformación del panadero». El cuadrado unidad (a) se aplas- 
ta formando un rectángulo (¿»). La mitad derecha del rectángulo se si- 


túa entonces encima de la izquierda, formando un nuevo cuadrado (c). 


puntos que, como en el ejemplo del panadero, tienen un ex- 
ponente de Liapunov igual a lg2 (resultado de cada multipli- 
cación por 2 de la dimensión horizontal). La inestabilidad 
nos obliga a adoptar de nuevo una descripción estadística. 
Esta vez la función de distribución depende de dos varia- 
bles x e y, y tendremos la relación p,,,(x,y) = U p,,(x,y). 
En este caso el operador de transformación U es «unita- 
rio», a diferencia del operador de Bernoulli (véase el Apén- 
dice). El hecho de que sea un operador unitario implica 
que admite un inverso, lo cual no ocurre con el de Ber- 
noulli, que como hemos visto lleva a un atractor en la di- 
rección de los tiempos negativos y a la uniformidad para 
los tiempos positivos. 

¿Qué significa la aproximación al «equilibrio» para la 
transformación del panadero? Como hemos señalado, 
cuando el tiempo es un valor alto la partición se fragmen- 
ta cada vez más a lo largo de la dirección y (véase la figura 
9). Si tomamos una magnitud que dependa de manera con- 


tinua de la coordenada .y, el valor medio de esta magnitud 
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ya no será sensible a las variaciones de la función de dis- 
tribución p a lo largo de y si dichas variaciones no son lo 
bastante rápidas. Esta magnitud continua que sigue la di- 
rección y recibe el nombre de «función test». Para las fun- 
ciones test todo sucede como si la distribución para tiem- 
pos largos fuera homogénea. En efecto, entonces desaparece 
la distinción entre las regiones sombreadas y las que no 
lo están de la figura 9. En este sentido, y gracias a las fun- 
ciones test, podemos hablar de acercamiento al equilibrio 
(que en este caso corresponde a la distribución uniforme). 
La introducción de las funciones test puede hacer pensar 
en una noción que ha sido muy discutida en mecánica es- 
tadística y que ya hemos mencionado. Es la noción de «gra- 
no grueso», coarse graining. Fue introducida por los 
Ehrenfest” para explicar la aparente contradicción entre 
la reversibilidad dinámica y la irreversibilidad fenómeno- 
lógica. Como hemos visto, la irreversibilidad no se refiere 
a una descripción microscópica, sino a una descripción 
aproximada, de «grano grueso». En esta imagen somos no- 
sotros quienes introducimos el «grano grueso», y una vez 
más la irreversibilidad es el resultado de nuestras aproxi- 
maciones. Pero no ocurre así en nuestra aproximación. Tal 
como acabamos de ver, las funciones test que debemos in- 
troducir y que concretan el sentido en el que debemos en- 
tender la aproximación al equilibrio, son el resultado de 
la descripción matemática de este proceso, y no contienen 


ningún elemento subjetivo o arbitrario. 


asemos ahora al estudio del operador de evolución U, 
r el operador de Perron-Frobenius para el desplazamien- 
to de Bernoulli. 

Ya hemos visto cuál es la expresión explícita del opera- 
dor de Perron-Frobenius. Para analizar el efecto de este ope- 
rador en la distribución de las probabilidades debemos in- 
troducir la'noción de función propia y valor propio. En 
general, un operador corresponde a una prescripción ma- 
temática que transforma una función en otra. En el capí- 


tulo anterior hemos visto que 


l X 
p,(x) = X, PD, (Xx) aoe a o 


En otros términos: Ux = — H—. Pero hay funciones que 
4 2 

permanecen invariables cuando se aplica el operador U. 

Por definición, se trata de funciones propias. Así, cuando 

p.(x) - a, tenemos también p, (x) = a, o Ua = a; lue- 

go a es una función propia (en este caso es una constan- 

te). En general una función propia es multiplicada por un 


número por aplicación del operador U. Así, para 
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l 
PAX) = x -xXx+- 
6 
tenemos 
l AN l 
Ulx - x + - = - X - X + - 
6 Ze 6 
l 
Es una función propia correspondiente al valor propio —. 
a 2 2 
1 
La distribución x? — x + - conserva, pues, una forma 


invariable en el momento del desplazamiento de Bernou- 
l 


lli, pero es multiplicada por -. Si repetimos el desplaza- 
miento n veces, el factor de extinción es - | . Una contri- 


bución a la probabilidad que tenía la forma x? — x + - 
tiende, pues, rápidamente a cero. Nótese que los valore® 


propios están relacionados con el tiempo de Liapunov lg2. 
Mientras desde el punto de vista de las trayectorias el tiempo 
de Liapunov es un elemento de inestabilidad, se convierte 
en un elemento de estabilidad desde el punto de vista de 
las funciones de probabilidades. Cuanto mayor es el tiem- 
po de Liapunov, más rápida es la extinción y la aproxima- 
ción a la uniformidad. La fórmula que habíamos dado an- 


tes, x — x -1—,es un caso particular. Las funciones pro- 
6 
pias de U son polinomios B(x), llamados polinomios de 
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10. Polinomios de Bernoulli. 


Bernoulli (a B,.(x) le corresponde un polinomio de grado 


n) y tenemos UB (x) = — B,(x), de modo que la amorti- 
g" 

guación es tanto más rápida cuanto más elevado sea el gra- 

do del polinomio. Sı descomponemos p(x) en una suma 

de polinomios de Bernoulli, los polinomios de grado ele- 

vado serán los primeros en desaparecer, hasta que sólo que- 

de una distribución uniforme. 

En los problemas habituales de mecánica cuántica, 
cuando tenemos las funciones propias del operador U, el 
problema de la evolución temporal está resuelto. En este 
caso la situación es más complicada: tratamos de obtener 
una teoría espectral compleja en la que los valores propios 
tengan una extensión real y una extensión imaginaria. Para 
eso hay que ampliar el formalismo matemático utilizado 


en mecánica cuántica, y concretamente introducir dos con- 
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juntos de magnitudes B(x) y B,,(x). Además, las funcio- 
nes B(x) no son funciones «normales», sino funciones 
singulares (véase el Apéndice). 

Es importante que el lector se haga una idea de estas 
funciones singulares, también llamadas «distribuciones». 
Ya he mencionado la función singular más sencilla: la fun- 
ción 5. Hemos visto que 8&(x — x,,) sólo es distinta de 
cero para x = X,, pero nula para cualquier otro valor de 
x. Hay que utilizar estas funciones singulares en combina- 
ción con funciones continuas, que son «funciones test». 
Por lo general carece de sentido hablar de un producto de 


distribuciones, pero en cambio la expresión 


| dxf(x)5(x — x,) 


con la función test f(x) tiene un sentido bien preciso, 
f(Xo0). 

El siguiente párrafo requiere un conocimiento un poco 
más profundo de matemáticas, y el lector que no esté pre- 
parado puede saltarlo, porque lo resumiré a continuación. 
Indiquemos ahora los resultados esenciales de nuestro es- 
tudio. Podemos desarrollar la probabilidad p(x) en poli- 


nomios de Bernoulli B,(x), lo que nos lleva a la fórmula: 
p(x) = I Bx) | dx'B,(x')P (x') 
en la que aparecen a la vez las magnitudes B,,(x) y las 


funciones singulares B,,(x). La aplicación del operador de 


Perron-Frobenius nos da entonces 
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Up(x) =,.1i B,,(x)| dx'B,,(x')p (x') 


porque B,(x), como hemos visto, es una función propia 


| 
de U correspondiente al valor propio —. Si escribo estas 


pi 
formulas es porque nos aportan algo esencial. En ellas apa- 


recen las integrales 


Jdx'B,(x')p (x') 


que comportan la función singular B,(x'). 

Por eso no podemos aplicar estas fórmulas a una sola 
trayectoria, ya que entonces tendríamos bajo el signo inte- 
eral un producto de dos funciones singulares. Pero como 
acabamos de ver, una función singular sólo tiene sentido 
bajo una integral si está asociada a una función continua. 

Resumamos nuestros resultados. En el caso de sistemas 
caóticos clásicos podemos sustituir el estudio de las tra- 
yectorias por el del operador de evolución U gracias al 
empleo de métodos que generalizan los utilizados en me- 
cánica cuántica. Pero la novedad consiste en que esta des- 
cripción sólo se explica con funciones de distribución con- 
tinuas (funciones test). Esto significa que las trayectorias 
son eliminadas de la descripción probabilista. Ya hemos 
señalado que en el caso de los sistemas caóticos, las tra- 
yectorias eran «incomputables», pero se podía pensar que 
se trataba de una dificultad de cálculo sin fundamento teó- 


rico. Ahora vemos que lo cierto es lo contrario. La des- 
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cripción probabilista no es compatible con la descripción 
en términos de trayectoria. De hecho encontramos una for- 
ma de complementariedad: o bien describimos la dinámi- 
ca en términos de trayectorias, o bien utilizamos una des- 
cripción probabilista que nos da la evolución del sistema 
hacia el equilibrio. Pero no podemos aplicar esta descrip- 
ción a trayectorias, porque tenemos que utilizar funciones 
continuas, y es en este sentido como el sistema se acerca 
al equilibrio. La descripción estadística es «irreductible». 

La flecha del tiempo aparece al nivel de las funciones 
de distribución continuas. ¿Es una limitación de nuestro 
método? Creo que es justamente lo contrario. La existen- 
cia de una flecha tan evidente a escala macroscópica seña- 
la que la descripción microscópica tiene que estar de acuer- 
do con esta flecha del tiempo. Por consiguiente, tenemos 
que eliminar la noción de trayectoria de nuestra descrip- 
ción microscópica. Por otra parte, esto corresponde a una 
descripción realista: ninguna medida, ningún cálculo, lle- 
van estrictamente a un punto, a la consideración de una 
sola trayectoria. Siempre estaremos frente a conjuntos de 
trayectorias. En los sistemas estables no hay diferencia. Por- 
que en un sistema estable podemos utilizar la descripción 
en términos de trayectorias. También podemos usar una 
descripción probabilista, pero ésta se reduce a un caso par- 
ticular de la descripción en términos de trayectorias. La 
descripción estadística es reductible. En cambio, para los 
sistemas caóticos, la descripción estadística es la única que 
incluye la aproximación al equilibrio. De este modo hemos 


formulado de nuevo el problema del caos. El caos no im- 
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pide una descripción cuantitativa, pero requiere una for- 
mulación nueva de la dinámica al nivel de los operadores 
de evolución, es una descripción a la vez probabilista y rea- 
lista. El leitmotiv de toda nuestra argumentación es que 
la nueva formulación de la dinámica para los sistemas caó- 
ticos se tiene que hacer a nivel probabilista. Esta formula- 
ción implica el estudio de las funciones propias y de los 
valores propios del operador de evolución. 

Pasemos ahora a una breve discusión de la transfor- 
mación del panadero. Como hemos visto, se trata de un 
sistema dinámico propiamente dicho, en el que el opera- 
dor U es unitario. Desde este punto de vista, el sistema se 
parece a los sistemas estudiados por la mecánica clásica 
o cuántica. 

Los valores propios están unidos al tiempo de Liapu- 
nov. Para unos tiempos lo bastante largos el sistema se acer- 
ca a la uniformidad. De nuevo encontramos las tres eta- 
pas antes mencionadas: inestabilidad -> probabilidad 
irreversibilidad. Ahora entendemos mejor el sentido de la 
irreversibilidad, que sólo aparece para distribuciones de pro- 


babilidades «regulares». 


Insistimos en el hecho de que la necesidad de excluir 
las distribuciones singulares como las trayectorias no se 
debe a una decisión arbitraria, sino que procede de la es- 
tructura del operador de evolución U. 

Por lo tanto, para la representación espectral de los ope- 
radores unitarios podemos utilizar teoremas de existencia 
muy potentes, elaborados a lo largo de este siglo. En con- 


diciones muy amplias existe una representación espectral 
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con valores propios rea/es. Pero lo más relevante es que, 
además, existe una representación espectral compleja del 
mismo tipo que la que hemos discutido a propósito del des- 
plazamiento de Bernoulli, que contiene explícitamente los 
tiempos de Liapunov. 

Esta representación implica de nuevo el acercamiento 
al equilibrio en el futuro (/ > 0) y también una ruptura 
temporal de simetría. Pero como en el caso del desplaza- 
miento de Bernoulli, esta representación recurre a funcio- 
nes singulares, y la teoría sólo se puede aplicar en combi- 
nación con funciones test. Llegamos así a una situación 
nueva, que nunca había aparecido en física teórica. Tene- 
mos más de una representación del operador de evolución. 
Debemos elegir la «buena». El resultado que hemos des- 
crito para la transformación del panadero es muy general. 
Así pues, para los sistemas caóticos tenemos la «opción» 
de elegir entre dos formulaciones: la formulación tradicio- 
nal en términos de trayectorias o la formulación nueva pro- 
babilista en términos del operador de evolución U. No me 
cabe la menor duda de que hay que elegir la segunda. La 
representación tradicional es equivalente a una descripción 
en términos de trayectoria. Pero sabemos que la noción de 


trayectoria está limitada por el tiempo de Liapunov. 


En cambio la nueva representación es más rica, por- 
que nos da el mecanismo de acercamiento al equilibrio en 
términos de tiempo de Liapunov, e incluye la ruptura tem- 
poral de simetría. El descubrimiento de estas nuevas re- 
presentaciones con simetría rota constituye, a nuestro en- 


tender, la solución de la paradoja del tiempo. En efecto, 
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de esta manera obtenemos una formulación de la dinami- 
ca al nivel de las funciones de distribución que incluye la 
flecha del tiempo. A este nivel, y no al de las trayectorias 
(o de las funciones de onda, como veremos) se tienen que 
formular las leyes de la naturaleza. De este modo pode- 
mos plantear correctamente los problemas de la ruptura ¡ 
de la simetría temporal. De hecho, creemos que hemos rea- ] 
lizado el programa iniciado por Boltzmann hace cien años. 
Como Boltzmann, hemos ido de la noción de trayectoria 
a la de probabilidad, pero estamos en una situación más 
favorable que Boltzmann, porque disponemos de una teo- 
ría más elaborada de los sistemas caóticos, y podemos de- 
mostrar que el estudio de estos sistemas permite, efectiva- 


mente, incorporar el segundo principio de termodinámica. 


Para nosotros la inestabilidad, el caos, son el punto de 
partida para una nueva formulación de la dinámica, 1n- 
corporando probabilidades e inestabilidades. La irreversi- 
bilidad, lejos de estar vinculada a unas aproximaciones 1n- 
troducidas por nosotros («grano grueso»), aparece como 
la manifestación de una propiedad fundamental, la ines- 
tabilidad presente a escala microscópica dinámica. Como 
hemos señalado en otros trabajos, la irreversibilidad requie- 
re una extensión de la dinámica y, por lo tanto, de la no- 


ción de «leyes de la naturaleza». 


Hasta ahora hemos puesto unos ejemplos muy simples, 
casi caricaturescos. Veamos ahora unas situaciones más rea- 
listas, para demostrar que la inestabilidad, el caos, son la 
situación normal en el ámbito de los problemas que abor- 


da la física contemporánea. 


omo acabamos de ver, hasta ahora hemos considerado 

sistemas caóticos muy sencillos, como el desplaza- 
miento de Bernoulli o la transformación del panadero. En 
ellos el tiempo entra de forma discontinua. Ahora abor- 
daremos los sistemas inestables en los que el tiempo entra 
de manera continua. Es la situación de la dinámica clasi- 
ca o cuántica. ¿Cómo se define el caos para estos sistemas? 
La definición del caos para los sistemas cuánticos, en par- 
ticular, ha provocado numerosas controversias. 

Hemos visto que en el caso de los «mapas» la defini- 
ción habitual del caos nos lleva a unas representaciones es- 
tadísticas irreducibles (no podemos volver a la descripción 
en trayectorias). Tomaremos esta propiedad como la defi- 
nición misma de caos. Su gran ventaja es que se extiende 
a los sistemas cuánticos. Son caóticos los sistemas cuanti- 
cos cuya evolución no puede expresarse en términos de fun- 
ciones de onda que obedecen a la ecuación de Schródin- 
gér, sino que requieren una definición nueva en términos 
de probabilidades. Más adelante veremos unos ejemplos.. 

En física nos ocupamos esencialmente de los sistemas 


hamiltonianos, que en particular están en la base de la di- 
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námica cuántica. Recordemos que las variables que carac= 
terizan a un sistema dinámico clásico son las coordenadas 
y las velocidades correspondientes. Con la ayuda de las ve- 


locidades y las coordenadas podemos expresar la energía 


del sistema, que generalmente es energía cinética más ener- 


.gía potencial. Para pasar a la representación hamiltonia- 
- Tía, se pasa de las velocidades a las cantidades de movi- 
miento o «momentos». La energía expresada en términos 
de momentos y coordenadas es por definición la hamilto- 
niana. Las variables, cantidades de movimiento p y coor- 
denadas q son las variables «canónicas». La importancia 
fundamental de la descripción hamiltoniana es que las ecua- 
ciones del movimiento adquieren en ella una forma muy 
simple. Un caso particular muy importante es el caso en 
que el hamiltoniano sólo depende de los momentos. En- 
tonces la integración de las ecuaciones del movimiento es 
inmediata, porque las cantidades de movimiento son cons= 
, tantes, mientras que las coordenadas correspondientes vaz 
rían linealmente con el tiempo. Cuando el hamiltoniano 
toma esta forma, las cantidades de movimiento se llaman 


«acciones» 7, y las coordenadas correspondientes son los 


ángulos a. La variación de los ángulos con el tiempo está 


dH 
determinada por las frecuencias co definidas porco = —. 


Hay tantas frecuencias como grados de libertad (por ejem- 
pío, 3 para un punto que se mueve en el espacio de tres 
dimensiones). 

A finales del siglo pasado Poincaré se planteó un pro= 


blema de suma importancia.” ¿Se pueden eliminar las in- 
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teracciones?. Precisemos el problema. Supongamos que par- 
timos de una hamiltoniana «no perturbada» H,(J) que 
sólo depende de las acciones J. Añadamos una perturba- 
ción V que depende de las acciones J y de los ángulos a. 
En total, pues, tenemos una hamiltoniana de la forma H = 
= H, + AY, donde X es un parámetro que mide la inten- 
sidad del acoplamiento (para % = O volvemos a encontrar 
el sistema no perturbado H,). A través de un proceso sis- 
temático podemos eliminar el término de interacción y es- 
cribir el hamiltoniano como una función sólo de acciones. 
Es el problema central del cálculo de «perturbaciones». 
Buscamos nuevas acciones f que para % O se reducen 
a J (además se supone que 7 puede desarrollarse en po- 
tencias de X). Poincaré contestó negativamente a esta pre- 


gunta. No sólo demostró que en general era imposible, sino 


que dio la razón por la que era imposible. Esta razón es 
la aparición de resonancias entre las frecuencias co del sis- 
tema dinámico. 

Cualquier niño que se haya columpiado sabe lo que es 
una resonancia. Es una relación lineal entre unas frecuen- 
cias n, co, + n, co = 0, donde n, n, son números ente- 
ros. Estas resonancias entran en el cálculo de las pertur- 
baciones y llevan a «infinitos», a divergencias. 

En cierto modo es una suerte que Poincaré haya de- 
mostrado la imposibilidad de eliminar las interacciones. 
$1 se pudieran eliminar, el universo sería isomorfo a un uni- 
verso de partículas libres, y todo sería tan «incoherente» 
queno habría química, ni biología, ni por supuesto cultu- 


ras, humanas. 
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Durante mucho tiempo el resultado negativo de Poin- 
caré se ha considerado más bien como una curiosidad. En 
realidad, se trataba de un resultado fundamental, porque 
así Poincaré había establecido una diferencia esencial en- 
tre los sistemas para los que se podía eliminar la interac- 
ción, a los que llamaba sistemas «integrables», y sistemas 
para los que esta eliminación era imposible (por lo menos 
para un cálculo de perturbaciones), a los que llamaba «no 


integrables». Pero fue con la formulación de la teoría KAM 


(Kolmogorov, Arnold, Moser)” en los años cincuenta 
cuando se empezó a entender la importancia extraordina- 
ria del resultado de Poincaré. A esta teoría hacía alusión 
LiehtYnW cuando hablaba de la Yenovatiów de la duvatitica 
clásica y de la necesidad de abandonar el determinismo en 
la descripción clásica. En efecto, uno de los principales re- 
sultados de KAM fue demostrar que a causa de las reso- 
nancias aparecen dos tipos de trayectorias: unas trayecto- 
rias regulares deterministas, pero también unas trayectorias 
irregulares «imprevisibles», que son resultado de las reso- 
nancias. No podemos entrar aquí en la descripción de es- 
tas*resultados, queseú'eserióenennumerosasoóras. fbr 
otra parte hay que decir que la teoria KAM hace una cla- 
sificacion de las trayectorias pero no resuelve el problema 
de la integracion de los sistemas «no integrables» de Poin- 
caré. No obstante, la teoria KAM demuestra que cuando 
se eleva la energia del sistema el numero de trayectorias alea- 
torias aumenta, y finalmente el sistema se vuelve caótico, 
con exponentes positivos de Liapunov. Entonces presenta 


un comportamiento cualitativamente parecido al que he- 
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mos descrito en el caso del desplazamiento de Bernoulli 
y del panadero. 

La integración de los sistemas canónicos en el caso ge- 
neral es un problema sin resolver, pero en un caso particu- 
lar podemos ir más lejos. Es el caso de los grandes siste- 
mas de Poincaré (LPS: large Poincaré's systems) en los que 
las resonancias se manifiestan en casi todas las trayecto- 
rias.” (La característica matemática precisa de los LPS se 
sale del tema de estas conferencias, son sistemas de espec- 
tro continuo; véase el Apéndice.) <" 

La mayoría de los sistemas que se estudian actualmen- 
te en física se incluyen en esta categoría, concretamente los 
campos en interacción, o los problemas de la mecánica es- 
tadística, en los que hay un elevado número de N partícu- 
las en interacción en un volumen V y se hace que este vo- 
lumen tienda al infinito manteniendo constante la relación 
N/V. 


El teorema de Poincaré revela una situación muy poco 
satisfactoria. Demuestra que el problema de la integrabili- 
dad de las ecuaciones de la dinámica está sin resolver. Sal- 
vo en casos muy particulares, no sabemos integrar las ecua- 
ciones de la mecánica clásica (o cuántica). Y lo que es peor, 
ni siquiera tenemos un método para saber si un problema 
.mecánico dado es integrable o no. 

La clasificación de Poincaré se ha discutido muchas ve- 
ces en el pasado, pero siempre en relación con la mecánica 
clásica. Por lo demás, el problema de las resonancias y las 
divergencias que se deduce de ella era conocido por los fun- 


dadores de la mecánica, como Lagrange y Laplace. Ya sa- 
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bían que en nuestro sistema planetario había resonancias 
que llevaban a divergencias. Poincaré consideraba el pro- 
blema de estas resonancias como el problema fundamen- 
tal de la mecánica clásica. 

Como hemos dicho, el problema de estas resonancias 
siempre se ha considerado como una dificultad, como algo 
que nos impide integrar las ecuaciones de la mecánica. 
Aquí, por el contrario, vamos a dar un sentido constructi- 
vo a estas divergencias, demostrando que las podemos eli- 
minar y hacer que el problema sea «convergente». El he- 
cho notable es que así obtenemos una solución a las 
ecuaciones de la dinámica que resuelve también el proble- 
ma de la irreversibilidad. Integrabilidad e irreversibilidad 
son problemas estrechamente relacionados. De este modo 
demostramos que las resonancias de Poincaré tienen un sen- 
tido físico muy profundo. Las divergencias se deben a lo 
que esperamos de las soluciones que corresponden al ideal 
de la física clásica, o sea, de las soluciones que son simé- 
tricas en la dirección del tiempo. Las divergencias de Poin- 
caré marcan de alguna manera la barrera entre sistemas 
dinámicos reversibles y sistemas disipativos de simetría tem- 
poral rota. Eliminar las divergencias de Poincaré es un paso 


esencial en la resolución de la paradoja del tiempo. 


omo ya se ha dicho, las divergencias de Poincaré se 

discutieron en el marco de la mecánica clásica. Aho- 
ra, en cambio, vamos a centrarnos en el caso cuántico. En 
efecto, en mecánica cuántica es donde la eliminación de 
las divergencias de Poincaré tiene más importancia. Como 
veremos, esta eliminación nos permite suprimir las dificul- 
tades fundamentales que subsisten en los fundamentos de 
la mecánica cuántica. 

En efecto, la mecánica cuántica es una ciencia curiosa: 
es la que más éxito ha tenido por sus previsiones experi- 
mentales, pero desde hace 60 años no se ha dejado de dis- 
cutir acerca de sus fundamentos. En su libro El carácter 
de la ley física, R. Feynman” dice que «nadie entiende la 
mecánica cuántica». Citaremos también un reciente texto 


de Paul Davies” que plantea bien el problema: 


En la base de todo está el hecho de que la mecánica cuán- 
tica proporciona un procedimiento muy eficaz para prede- 
cir los resultados de las observaciones de sistemas micros- 
cOpicos, pero cuando nos preguntamos qué sucede realmente 


cuando tiene lugar una observación, lo que se obtiene care- 
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ce de sentido. Los intentos de salir de esta paradoja van de 
lo extravagante, como la interpretación de los universos múl- 
tiples de Hugh Everett, a las ideas místicas de John von Neu- 
mann y Eugene Wigner, que apelan a la conciencia del ob- 
servador. Después de medio siglo de discusión, el debate sobre 
la observación cuántica está más vivo que nunca. Los pro- 
blemas de la física de lo muy pequeño y lo muy grande son 
formidables, pero quizá esta frontera de la relación entre men- 


te y materia sea el mayor desafío de la Nueva Física. 


Este problema de la interacción del hombre con la na- 
turaleza, «Ta interfase entre mente y materia» según la ex- 
presión literal de Paul Davies, está estrechamente relacio- 
nado con el problema de las resonancias de Poincaré. Por 
lo tanto, antes de discutir y presentar su teoría en el marco 
cuántico de eliminación de las divergencias de Poincaré, 
para situar estas dificultades empezaremos por hacer una 
breve exposición de las bases de la mecánica cuántica. 

Recordemos algunos elementos de la mecánica cuanti- 
ca. El objeto principal de la mecánica cuántica es el estu- 
dio de la amplitud de la función de onda que obedece 
a la ecuación de Schródinger. Ya hemos visto cuál es la ecua- 
ción de Schródinger. Esta ecuación describe la evolución 
de en el tiempo. En esta ecuación aparece el operador 
hamiltoniano //estrechamente vinculado a la función ha- 
miltoniana clásica que hemos definido antes. En mecani- 
ca cuántica se habla de operador hamiltoniano, en vezóle 
función hamiltoniana. La introducción de los operadores 


es quizá el elemento más revolucionario de la mecánica 
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cuántica. Como hemos visto, es una prescripción matemá- 
tica que debe ser utilizada para transformar una función 
en otra. Puede ser una simple multiplicación, o una deri- 
vada primera o segunda, o cualquier otra operación mate- 
mática. Por supuesto, esto no es todo. Lo que caracteriza 


a un operador es también el espacio en el que actúa. Ten- 


dremos ocasión de volver brevemente sobre el tema (véase 
también el Apéndice). 

También hemos visto que un operador se caracteriza 
por sus funciones propias (las funciones que deja invaria- 
bles) y sus valores propios. Eso da la «representación es- 
pectral» del operador. 

La introducción de los operadores en física coincide 
esencialmente con la aparición de la mecánica cuántica. 
Hay en ello una razón muy profunda, relacionada con el 
propio descubrimiento de la cuantificación. Los niveles de 
energía de un oscilador o de un rotor forman un conjunto 
discreto de valores. Ahora bien, el hamiltoniano clásico es 
una función continua de las cantidades de movimiento y 
de las coordenadas. La idea fundamental para salir de este 
dilema es reemplazar la función hamiltoniana por un ope- 
rador, y asociar los valores propios del operador a los dis- 
tintos niveles observados. Esta idea ha sido coronada con 
un éxito total. Pero el uso de los operadores se ha extendi- 
do hoy a otros ámbitos. Hemos estudiado el operador de 
Perron-Frobenius para el desplazamiento de Bernoulli. Más 
adelante estudiaremos unos operadores asociados a la des- 
cripción estadística clásica o cuántica. 


Volvamos a la ecuación de Schrodinger. Cuando teñe- 
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mos las funciones propias u,(x) del operador hamiltonia- 
no //, podemos desarrollar la función de onda en estas fun- 
ciones propias. La solución formal de la ecuación de Schró- 


dinger se escribe: 


T(x,t) = £ c,e-"vu,(x) 
n 
La amplitud *P(x,t) corresponde a una superposición 
de las rotaciones de las funciones propias u,(x) a lo lar- 
go del tiempo. ¿Cuál es el significado físico de los coefi- 
cientes c,, que aparecen en esta fórmula para la amplitud 
Un postulado fundamental de la mecánica cuántica es 
que los c, corresponden a amplitudes de probabilidad. 
Precisando más, supongamos que hacemos una medición 
de la energía del sistema que está descrito por la función 
de onda La interpretación de la mecánica cuántica es 
que vamos a obtener unas funciones propias E,, E, E, de 


la energía, y esto con probabilidades |c, 


*, |cj’ y así su- 
cesivamente. Es importante señalar que en el problema de 
la medición, la función de onda inicial *F se transforma 
en un conjunto de funciones de onda. En otras palabras, 
se pasa de una función de onda única a una «mezcla» co- 
rrespondiente a un «conjunto», a una superposición de fun- 
ciones. Ahí está la raíz de las dificultades epistemológicas 
con que tropieza la mecánica cuántica. Los coeficientes c, 
que aparecen en la función de ondas se pueden considerar 
«potencialidades». Los resultados de las medidas dadas por 


las probabilidades |c, 


, |c,|' hacen que pasemos de las 


potencialidades a las actualidades. Pero ¿cómo es posible, 
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dado que la ecuación fundamental de la mecánica cuánti- 
ca, la de Schródinger, lo que hace es transformar una fun- 
ción de onda en otra? En ningún momento hay desdobla- 
miento de funciones de onda. Al contrario, en la medición 
tendríamos un desdoblamiento de funciones de onda, o 
como se suele decir, un «colapso» de la función de onda. 
La mecánica cuántica tiene así una estructura dual, por 
un lado la ecuación de Schródinger, determinista y rever- 
sible en el tiempo, y por otro el colapso de la función de 
onda relacionado con la medición, que introduce una rup- 
tura de simetría temporal, y por ello la irreversibilidad. Tam- 
bién en este caso la irreversibilidad se debería al observa- 
dor. Nosotros seríamos responsables del paso de un mundo 
de potencialidades a un mundo de actualidades. En cierto 
modo volvemos una vez más a la idea de que la irreversi- 
bilidad es un elemento que el hombre introduce en una na- 
turaleza fundamentalmente reversible. Este problema se 
plantea con más agudeza en mecánica cuántica que en me- 


cánica clásica. 


Independientemente del problema de la irreversibilidad, 
la necesidad de introducir un «observador» crea dificulta- 
des. ¿Hay una naturaleza «no observada», diferente de la 
naturaleza «observada»? Como se ha indicado a propós1- 
to del colapso de la función de onda, obtenemos un con- 
junto de funciones de onda. Vamos, pues, hacia una des- 
cripción probabilista. Esta descripción es necesaria para 
hablar de equilibrio termodinámico. Efectivamente, en el 
universo observamos situaciones de equilibrio, como la fa- 


mosa radiación residual de 3K, testigo del principio del uni- 
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verso. Pero la idea de que esta radiación es el resultado de 
mediciones es absurda: ¿quién medía? Por lo tanto, en me- 
cánica cuántica tiene que haber un mecanismo intrínseco 
que lleve a los aspectos estadísticos observados. Como ve- 
remos, este mecanismo es, precisamente, la inestabilidad, 
el caos. 

Volvamos ahora al teorema de Poincaré, esta vez en el 
terreno cuántico. De nuevo partimos de un hamiltoniano 
«no perturbado» H, Pero en mecánica cuántica se trata 
de un operador. Supongamos que conocemos las funcio- 
nes propias u°, y los valores propios E”, del operador. Aña- 
dimos una perturbación XV, y tratamos de determinar las 
funciones propias y los valores propios del hamiltoniano 
total H = H, + XV con un cálculo de perturbación (ana- 
lítica en X). Otra vez obtenemos resonancias. En los LPS 
estas resonancias llevan a divergencias, y no podemos ob- 
tener las funciones propias y los valores propios de H, por 
lo menos con el cálculo de la perturbación. Se han enun- 
ciado teoremas que demuestran la existencia de las fun- 
ciones y valores propios de A, pero no se dispone de mé- 
todos constructivos. El problema del «colapso» de las 
funciones de onda que acabamos de mencionar está estre- 


chamente relacionado con el teorema de Poincaré. 


Las divergencias en los LPS revelan que en general es- 
tos sistemas son caóticos.” Por lo tanto, hay que introdu- 
cir una formulación nueva de la teoría cuántica, que ya 
no esté en términos de funciones de onda, sino directamente 
en términos de probabilidades. Precisando más, llegamos 


a una descripción probabilista «irreductible» que no nos 
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permite volver a las funciones de onda. La situación se pa- 
rece entonces al caso clásico de los «mapas». Tampoco en 
ese caso podemos volver de la descripción estadística a las 
trayectorias. 

Cuando tengamos una descripción estadística irreduc- 
tible, el problema del colapso de la función de ondas deja- 
rá de existir, porque la teoría estaría en términos de p, la 
probabilidad (y no en términos de amplitud de probabili- 
dad Así pues, las dificultades epistemológicas de la me- 
cánica cuántica están estrechamente relacionadas con el 
problema del caos. Es lo que a continuación vamos a ana- 


lizar de forma más detallada. 


E principal problema que debemos resolver es la eli- 
minación de las divergencias de Poincaré. Para eso nos 
ocuparemos de nuevo de la descripción estadística. Esta 
descripción jugó un papel importante en la historia de la 
física, ya que es la base de la mecánica estadística. Gibbs 
y Einstein extendieron el estudio de un sistema dinámico 
único, considerando la posibilidad de un conjunto de sis- 
temas correspondientes al mismo hamiltoniano, que siguie- 
ran, por tanto, las mismas leyes dinámicas. Para Gibbs y 
Einstein, el punto de vista de los conjuntos no era más que 
una manera cómoda de calcular valores medios, pero para 
nosotros el punto de vista de los conjuntos es fundamen- 
tal cuando se pasa al estudio de los sistemas inestables. 
Como en el pasado, la descripción se centra en la fun- 
ción de distribución p. En el caso clásico esta función de- 
pende de las variables canónicas, coordenadas y canti- 
dades de movimiento. En el caso cuántico *P es una am- 
plitud de probabilidad. Por definición, tenemos p = 
= ¥4%, donde *P” es el complejo conjugado de la fun- 
ción de onda *P. La probabilidad propiamente dicha p es 


el cuadrado (del módulo) de la amplitud de probabili- 
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dad *P. Se pueden considerar casos más generales, en los 
que la cantidad p está relacionada con una superposición 
de funciones de onda, pero no nos va a hacer falta esta 
generalización. 

La función de distribución p clásica o cuántica obede- 
ce a una ecuación de evolución que aparece en todos los 
libros de mecánica estadística, la ecuación de Liouville-von 


Neumann.” Formalmente se escribe: 


L es un operador cuya forma exacta no será esencial 
en este caso (está relacionado con los «paréntesis de Pois- 
son» en mecánica clásica, y con el conmutador con p en 
mecánica cuántica). La solución formal de la ecuación de 
Liouville es p(t) = e” p(0) = í/,p(0), donde U, es otro 
operador unitario. El problema central, como antes, es la 
búsqueda de una representación espectral de U, que pon- 


ga en evidencia la ruptura de la simetría temporal. 


La ecuación de Liouville presenta, pues, una gran ana- 
logía con la de Schródinger. La diferencia es que esta últi- 
ma se aplica a la amplitud W, y la ecuación de Liouville 
a p. Cuando tenemos la ecuación de Liouville podemos 
escribir formalmente la solución en términos del operador 
de evolución U,. Pero para hacer explícita esta solución, 
una vez más debemos determinar las funciones propias y 
los valores propios que tiene la ecuación. Tratándose de 


sistemas de Poincaré, volvemos a tropezar con el proble- 
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ma de las divergencias relacionadas con las resonancias. 

Volvamos al problema del panadero. Como hemos visto, 
hay una diferencia entre el futuro (t -* +00) y el pasado 
(t -> — 00). En el futuro la ordenada y es la que se frag- 
menta cada vez más (véase la figura 2), mientras que en 
el pasado lo hace la coordenada x. Así pues, podemos dar 
un sentido físico a la flecha del tiempo. Lo mismo sucede 
con los LPS. Tomemos un átomo en un estado excitado: 
en el futuro esperamos encontrarlo (si no hay ningún efec- 
to perturbador) en el estado fundamental con emisión de 
fotones. En los estados cuánticos hay un orden natural, 
pero en general no podemos especificar la secuencia natu- 
ral en términos de estados cuánticos. En cambio podemos 


hacerlo utilizando una descripción estadística./ 


Veamos un ejemplo: un gas cuyas moléculas interac- 
cionan. Supongamos que dos moléculas inicialmente in- 
dependientes chocan. De esta manera creamos una corre- 
lación entre las dos partículas. A su vez, las dos partículas 
chocan con una tercera, lo que da lugar a la creación de 
una correlación ternaria. El número de partículas impli- 
cadas en las correlaciones aumenta continuamente. La exis- 
tencia de estas correlaciones que siguen a las colisiones se 
puede poner en evidencia por ordenador. Si invertimos las 
velocidades, unas partículas que se separaban vuelven a 
chocar entre sí. De este modo las correlaciones conservan, 
por así decirlo, la memoria del pasado. 

Un sistema formado por un número elevado de parti- 
culas, como un gas o un líquido, está recorrido por este 


flujo de correlaciones. Incluso se puede considerar que es 
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la forma de envejecer que tiene el sistema. Las correlacio- 
nes engloban cada vez más partículas. Es como cuando dos 
amigos se encuentran y mantienen una conversación, lue- 
go uno de ellos puede marcharse a una ciudad y el otro 
a otra, pero queda la memoria de su encuentro. A su vez, 
se encuentran con otras personas, y la información conte- 
nida en la conversación inicial se propaga en los encuen- 
tros sucesivos. Aparece entonces un segundo tiempo que 
no está relacionado con las moléculas individuales, ni con 
las personas individuales en el ejemplo que acabo de po- 
ner, sino con las relaciones entre las moléculas o entre las 
personas. La idea, pues, es introducir una sucesión tem- 
poral relacionada con este flujo de correlaciones. Ahora 
podemos introducir este flujo de correlaciones en la solu- 


ción de la ecuación de Liouville-von Neumann. 


Esta ecuación describe precisamente unas transforma- 
ciones de una a otra correlación. Si el sistema fuera inte- 
erable, se podrían eliminar las interacciones, y en conse- 
cuencia suprimir el flujo de correlaciones. Pero en los LPS 
el flujo de correlaciones es «irreductible». La esencia de 
nuestro método es la idea de tratar las transiciones de un 
modo distinto según se trate de un paso a correlaciones 
más elevadas (orientadas hacia el «futuro») o más débiles 
(orientadas hacia el «pasado»). Técnicamente esto se hace 
añadiendo partes imaginarias de signos distintos al deno- 
minador que contiene resonancias (véase el Apéndice). 
Cuando este flujo de correlaciones se introduce en las ecua- 
ciones matemáticas que describen la solución de la ecua- 


ción de Liouville, las divergencias de Poincaré desaparecen. 
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Creo que la idea de un tiempo vinculado al nivel es- 
tadístico, y más concretamente a la evolución de las co- 
rrelaciones, tiene un claro alcance intuitivo. Cuando com- 
paramos dos sociedades humanas (como la sociedad del 
neolítico con la sociedad actual), no es que los hombres, 
tomados individualmente, sean distintos, más o menos 
inteligentes, sino que Jas relaciones entre individuos han 
experimentado un cambio radical.. No cabe ninguna du- 
da, también, de que nuestra sociedad envejece más de- 
prisa que la neolítica, porque los medios de comunicación 
se han amplificado, y por lo tanto la dinámica de las co- 
rrelaciones sociales ha experimentado una enorme acele- 
ración. 

El resultado obtenido es la posibilidad de descompo- 
ner el operador de evolución U, correspondiente a la 
ecuación de Liouville en una superposición de modos que 
varían de forma independiente y corresponden a valores 
propios complejos. El hecho de que estos valores propios 
sean complejos corresponde a la existencia de amortigua- 
ciones. Son éstas las que llevan la función de distribución 
al equilibrio para tiempos lo bastante largos. Ciertamen- 
te, en general, el acercamiento al equilibrio es muy com- 
plejo y comprende distintas escalas temporales. Nuestra 
aproximación da una solución exacta a este problema al 


separar las distintas escalas temporales. 


El principal resultado de esta aproximación es una re- 
presentación espectral de la operación de evolución U de 
los LPS al nivel de la función de distribución p. Esta re- 


presentación es análoga a la que hemos discutido a pro- 
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pósito del desplazamiento de Bernoulli. Ella también pre- 
senta una simetría temporal rota. 

Mientras la solución de la ecuación de Schródinger tro- 
pieza con dificultades a causa de las divergencias de Poin- 
caré, no sucede lo mismo con la ecuación de Liouville. En 
el nivel de las probabilidades, podemos eliminar las diver- 
gencias de Poincaré y poner en evidencia las rupturas de 
simetría temporal. 

Como en el problema del panadero, existen siempre re- 
presentaciones del operador de evolución que son simétri- 
cas en el tiempo. Es la consecuencia de teoremas muy ge- 
nerales (véase el Apéndice). Pero además, en los LPS, 
tenemos una representación que incluye los fenómenos irre- 
versibles, que nos da la base microscópica de los fenóme- 
nos inestables observados a todos los niveles de descrip- 
ción de la física. Además esta nueva representación es 
constructiva, pues se basa en la eliminación de las diver- 


gencias de Poincaré. 


Parece conveniente hacer alguna observación sobre la 
aparición de disipación a nivel de las ecuaciones de la di- 
námica. La ecuación de Schródinger o la de Liouville son 
simétricas con respecto a la inversión del tiempo. Pero una 
vez eliminadas las divergencias de Poincaré, obtenemos so- 
luciones de estas ecuaciones que presentan una simetría 
temporal rota. En este caso se produce un fenómeno muy 
similar al que aparece en física en los problemas de mag- 
netismo, y que se ha asociado a las «rupturas espontáneas» 
de la simetría. A elevada temperatura, un sistema magné- 


tico es paramagnético: los pequeños imanes individuales 
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se orientan al azar. En cambio, a baja temperatura tene- 
mos ferromagnetos: todos los imanes se alinean en una di- 
rección. En este momento, pues, tenemos soluciones con 
menor simetría en relación con las ecuaciones iniciales. Por 
lo demás, esta es una propiedad muy general. En la física 
cuántica moderna las partículas y las antipartículas tienen 
el mismo papel, pero nuestro universo está formado esen- 
cialmente por partículas, mientras que hoy las antipartí- 
culas tienen un papel despreciable a nivel cosmológico. Sin 
embargo el universo es menos simétrico de lo que dan a 
entender la ecuaciones básicas. 

¿Cuál es ahora la expresión de las leyes fundamentales 
de la naturaleza? Tradicionalmente se formulan a nivel de 
las trayectorias (ecuaciones de Newton o de Hamilton) o 
de las funciones de onda. Nosotros las formulamos ahora 
al nivel de la evolución de la probabilidad p. Recordemos 


una vez más nuestro esquema conceptual: 


inestabilidad (caos) -* probabilidad -* irreversibilidad, 


al que damos así una realización concreta. En vez de ser 
nociones fundamentales, las nociones de trayectoria o de 
función de onda se vuelven casos particulares válidos para 
los sistemas estables. 

El futuro es incierto, más incierto aún de lo que hacía 
presagiar la mecánica cuántica tradicional con las relacio- 


nes de incertidumbre de Heisenberg. 


on los resultados que hemos resumido en las secciones 

anteriores, podemos volver a los problemas epistemo- 
lógicos, y concretamente a esa dualidad de la mecánica 
cuántica que ha sido objeto de discusiones apasionadas des- 
de la misma formulación de la mecánica cuántica, hace 
más de sesenta años. 

El problema de la medición es quizá el que ilustra con 
más claridad las dificultades de la mecánica cuántica en 
su formulación tradicional. Citemos un extracto de la re- 
lación que presentó Niels Bohr en 1961, en el que se hace 
un resumen de las discusiones que hubo en el Consejo Sol- 
vay de 1927: 


Para introducir la discusión sobre estos puntos, en la con- 
ferencia me pidieron que abordara los problemas de tipo epis- 
temológico con los que tropezamos en física cuántica. Yo 
aproveché la ocasión para centrar la discusión sobre la cues- 
tión de una terminología apropiada y para subrayar el pun- 
to de vista de la complementaridad. Sobre todo sostuve que 
una explicación unívoca de los experimentos físicos requie- 


re el uso de un lenguaje común, un adecuado refinamiento 
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del vocabulario propio de la física clásica, tanto en el pro- 


cedimiento experimental como en la anotación de las obser- 
vaciones.” 


Rosenfeld, el más estrecho colaborador de Bohr, aña- 
dió un segundo elemento al problema de la medición. Ésta 
debe ser un proceso irreversible. Pero ¿cómo se puede des- 
cribir de forma clásica un aparato de medida como lo quiere 
Bohr, si la teoría cuántica se considera universal y se apli- 
ca a cualquier objeto, pequeño o grande? Esta es la razón 
por la que la propuesta de Bohr no tuvo una respuesta uná- 


nime. Veamos lo que dice John Bell al respecto: 


El «problema» es: ¿cómo se divide exactamente el mun- 
do entre aparato explicable o sea, del que podemos ha- 
blar ... y sistema cuántico inexplicable, del que no podemos 
hablar? ¿Cuántos electrones, o átomos, o moléculas forman 
un «aparato»? Las matemáticas de la teoría normal requie- 
ren esta separación, pero no se expresan acerca de los mo- 
dos de actuación. En la práctica, la cuestión se resuelve con 
recursos pragmáticos que han superado la prueba del tiem- 
po, aplicada con discreción y buen gusto, fruto de una gran 
experiencia práctica. Pues bien, creo que en realidad los fun- 
dadores se equivocaban en este punto...” 


Nótese que el problema de la medición no se plantea- 
ba de esta manera en mecánica clásica, porque se admitía 
que las leyes de la física se aplicaban por igual a los mi- 
crosistemas y a los macrosistemas. No se puede decir lo 


mismo de la mecánica cuántica, pues en ella los microsis- 
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temas están descritos por las leyes de la mecánica cuanti- 
ca, mientras que a escala macroscópica podemos aplicar 
las leyes de la dinámica clásica y la termodinámica. De 
modo que el problema planteado por Bohr es el de la tran- 
sición de las leyes de la mecánica cuántica a las leyes de 
la dinámica clásica, que introduce los conceptos con los 
que formulamos nuestra imagen del mundo. 

Hoy podemos entender mejor en qué dirección se pue- 
de resolver el problema de Bohr. La transición del mundo 
cuántico a nuestro mundo dinámico clásico se realiza a tra- 
vés de los sistemas dinámicos inestables, y lo que Bohr lla- 
maba lenguaje común en realidad es «un tiempo común»: 
sólo gracias al tiempo común podemos comunicarnos con 
la naturaleza. Cuando hacemos una medición debemos te- 
ner una idea del «antes» y el «después», y esta idea tiene 
que corresponder al desarrollo de los fenómenos que ob- 
servamos. Esta exigencia es evidente a escala humana. No 
podríamos comunicarnos con una persona para la cual 
nuestro futuro sería su pasado y su futuro nuestro pasa- 
do. Ahora bien, en los sistemas dinámicos inestables no 
podemos recurrir al tiempo cuántico tal como se encuen- 
tra asociado a la ecuación de Schródinger, sino que debe- 
mos utilizar el tiempo asociado a la evolución de las pro- 
babilidades tal como lo describe la solución de Liouville. 
En este caso la dirección del tiempo resulta finalmente de 
las divergencias de Poincaré. En otras palabras, un tiempo 
común al hombre y a la naturaleza se establece a través 
de las resonancias. Esta es la condición de una posibili- 


dad de comunicarnos con la naturaleza. 
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La estructura dual de la mecánica cuántica se debía al 
hecho de que por un lado se tenía la ecuación de Schró- 
dinger, que describe la evolución de las funciones de onda, 
y por otro se tenía que introducir un segundo proceso vin- 
culado a la medida, por el que una función de onda se 
transformaba en conjunto estadístico. El paso de las «po- 
tencialidades» a las «actualidades» ya no es el efecto del 
observador, sino de la inestabilidad del sistema. La irre- 
versibilidad, una vez más, no se debe a nuestra interven- 
ción en la naturaleza, sino a la formulación de la dinami- 
ca extendida a los sistemas dinámicos inestables. 

Como hemos señalado, la estructura dual de la mecá- 
nica cuántica daba al observador un papel esencial. Era 
la irrupción de un elemento subjetivista, principal causa 
de la insatisfacción que siempre expresó Einstein a propó- 
sito de la mecánica cuántica. La introducción del observa- 
dor es particularmente molesta cuando se aborda la cos- 
mología. No cabe duda de que los efectos cuánticos 
tuvieron un papel esencial en los primeros momentos del 
universo. El desarrollo de la cosmología cuántica exige, 
pues, una mecánica cuántica «sin observador». Esta es pre- 


cisamente la formulación a la que llega nuestro estudio. 


Insistimos en el hecho de quejel caos cuántico es aún 
más fundamental que el caos clásico? en el siguiente senti- 
do: en mecánica clásica hemos visto que teníamos dos re- 
presentaciones del operador de evolución £/, la primera 
equivalente a la descripción en trayectorias, y la segunda 
irreductible en términos de probabilidades. Hemos insisti- 


do en el hecho de que la posibilidad de incluir la flecha 
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del tiempo es lo que nos lleva a preferir la segunda repre- 
sentación. 

En cambio, en mecánica cuántica tenemos ya sea la des- 
cripción dual (ecuación de Schródinger más colapso de la 
función de onda), ya sea nuestra nueva representación, que 
no sólo incluye la flecha del tiempo, sino que además per- 
mite superar las paradojas cuánticas. 

Tratemos de hacernos una idea intuitiva del caos cuán- 
tico. ¿Por qué nuestra representación cuántica es irreduc- 
tible? ¿Por qué no se puede volver de la descripción cuán- 
tica en términos de probabilidades p a la descripción usual 
en términos de funciones de onda *P? 

Para empezar, volvamos a las principales caracteristi- 
cas del caos clásico. El punto de partida habitual es el es- 
tudio de las trayectorias y la observación de que, a causa 
del tiempo de Liapunov y de la divergencia exponencial 
de las trayectorias que este tiempo implica, tenemos ines- 
tabilidad, caos. Es la sensibilidad a las «condiciones 1n1- 
ciales». Nuestro método consiste en 1r más allá de esta cons- 
tatación y pasar a una descripción estadística de la dinámica 
clásica. Entonces descubrimos, como ya hemos indicado, 
que las trayectorias no están en el ámbito de la descrip- 
ción estadística. Así pues, las trayectorias no son eliminadas 
por razones de dificultad de cálculo (son no computables), 
sino de principio. En un sistema caótico las trayectorias 
son excluidas de la descripción probabilista. Nótese tam- 
bién que en la descripción probabilista ya no hay exponen- 
ciales crecientes vinculados a la distancia entre trayecto- 


rias. Los tiempos de Liapunov determinan las vidas medias 
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de inhomogeneidad. Esta vida media es tanto más corta 
cuanto más «compleja» es su estructura (hemos visto que 
el polinomio de Bernoulli de grado n se amortigua tanto 
más deprisa cuanto más elevado es el grado n). 

¿Cuál es la situación en mecánica cuántica? En mecá- 
nica cuántica no hay tiempo de Liapunov. Tampoco hay 
divergencia exponencial de funciones de onda. Además la 
función de onda no es una función singular como la tra- 
yectoria (ya hemos visto que esta última se representa con 
una función 8). Nada nos impide tomar una función de 
onda como condición inicial. ¿Cuál es entonces el meca- 
nismo del colapso de la función de onda? ¿Cuál es la na- 
turaleza del caos cuántico? He aquí una cuestión intere- 
sante que hemos estudiado en detalle.” Vamos a tratar de 
explicarla. Ya hemos visto que la distribución p está rela- 
cionada con el producto T*P", donde *P es la función de 
onda. Las resonancias de Poincaré acompañan a la evolu- 
ción temporal de y de 4”. Esto significa que se pueden 
manifestar resonancias en la solución de la ecuación de 
Schródinger, pero otras se manifiestan únicamente al ni- 
vel del producto es decir, de la probabilidad p. Es 
el motivo por el que la descripción probabilista se vuelve 
irreductible. Pero si partimos de una función de onda de- 
terminada, debemos tener en cuenta unos efectos de reso- 
nancia que sólo se pueden describir a nivel de p. En esto 
consiste el «colapso» de la función de onda: los efectos 
de resonancia, que dan términos seculares, varían sistemá- 
ticamente con el tiempo y llevan al sistema poco a poco 


al equilibrio. 


er” erminaremos esta exposición con algunas conclusiones 
X generales. En varias ocasiones hemos insistido en la 
sucesión inestabilidad (caos) -> probabilidad -> irreversi- 
bilidad, y en el hecho de que en ciertos aspectos nuestro 
enfoque sigue las intuiciones geniales de Boltzmann. Hoy 
sabemos que el enfoque de Boltzmann se aplica a la cate- 
goría de los sistemas dinámicos inestables, y esta precisión 
permite evitar las críticas de que había sido objeto Boltz- 
mann en su tiempo. En vez de pensar trayectorias o fun- 
ciones de onda, pensamos probabilidades y propiedades 
de los operadores de evolución. A través de las probabili- 
dades de los operadores de evolución es como podemos 
unificar la dinámica y la termodinámica. Empezamos a 
aprender la lección del segundo principio de la termodi- 
námica. ¿Por qué existe la entropía? Antes se admitía que 
la entropía sólo era la expresión de una fenomenología, 
de aproximaciones suplementarias que introducimos en las 
leyes de la dinámica. Hoy sabemos que la ley de crecimiento 
de la entropía y la física del no equilibrio nos enseñan algo 
fundamental sobre la estructura del universo. En nuestra 


descripción del universo la irreversibilidad pasa a ser un 
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elemento fundamental. En consecuencia, tiene que encon- 
trar su expresión en las leyes fundamentales de la dinámi- 
ca. La condición esencial es que la descripción microscó- 
pica del universo se haga mediante sistemas dinámicos 
inestables. Es un cambio radical de punto de vista. El punto 
de vista clásico era que los sistemas estables eran la regla 
y los inestables excepciones. Ahora le damos la vuelta a 


esta perspectiva. 


Después que tenemos la irreversibilidad, la flecha del 
tiempo, podemos estudiar su efecto en otras rupturas de 
simetría y en la aparición del orden y el desorden a la vez 
a escala macroscópica. En ambos casos el orden y el de- 
sorden emergen a la vez del caos. Si la descripción funda- 
mental se hiciese en términos de leyes dinámicas estables, 
no tendríamos entropía, pero tampoco coherencia debida 
al no equilibrio, ni posibilidad de hablar de estructuras bio- 
lógicas, y por lo tanto tendríamos un universo del que es- 
taría excluido el hombre. La inestabilidad, el caos, tiene, 
pues, dos funciones esenciales. Por un lado la unificación 
de las descripciones microscópicas y macroscópicas de la 
naturaleza. Pero esta unificación sólo es posible con un 
cambio de la descripción microscópica. Por otro lado, la 
formulación de una teoría cuántica directamente basada 
en la noción de probabilidad, que evita el dualismo de la 
teoría cuántica ortodoxa; pero en un sentido más amplio 
esto nos lleva a cambiar lo que se conoce por «leyes de la 
naturaleza». Tradicionalmente, estas leyes estaban asocia- 
das al determinismo y a la reversibilidad del tiempo. En 


los sistemas inestables las leyes de la naturaleza se tornan 
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fundamentalmente probabilistas. Expresan lo que es posi- 
ble, y no lo que es «cierto». Esto resulta especialmente pal- 
pable en los primeros momentos del universo. En este mo- 
mento el universo se puede comparar con un niño que acaba 
de nacer y podría llegar a ser arquitecto, músico o empleado 
de banca, pero no puede llegar a serlo todo a la vez. Evi- 
dentemente, la ley probabilista contiene fluctuaciones e in- 
cluso bifurcaciones. 

Al principio de este trabajo hemos mencionado la cues- 
tión de las dos culturas. La ciencia clásica habia nacido,' 
bajo el signo del dualismo. En su Respuesta a las terceras 
objeciones Rene Descartes reafirma, frente a Hobbes, la 
distinción entre dos sustancias, el cuerpo y el espíritu, que 


conocemos por actos o accidentes que les son propios: 


... Hay ciertos actos que llamamos corporales, como la 
magnitud, la figura, el movimiento y todas las demás cosas 
que no se pueden concebir sin una extensión local, y llama- 
mos con el nombre de cuerpo la sustancia en la que residen 
... todos estos actos concuerdan entre sí, por cuanto presu- 
ponen la extensión. Después hay otros actos que llamamos 
intelectuales, como entender, querer, imaginar, sentir, los cua- 
les no pueden ser sin pensamiento, o percepción, o conscien- 
cia y conocimiento; y la sustancia en la que residen, decimos 
que es una cosa que piensa, o un espíritu ... el pensamien- 
to, que es la razón común en la que concuerdan, es total- 
mente diferente de la extensión, que es la razón común de 
los otros.” 
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Descartes describe en estas líneas el contraste evidente 
entre los primeros objetos de la ciencia física naciente (como 
el péndulo o la piedra que cae) y los actos intelectuales. 

La materia está asociada a la extensión, y por lo tanto 
a una geometría. Es sabido que la idea central de la obra 
de Einstein fue acceder a una descripción geométrica de 
la física. En cambio, los actos intelectuales están asocia- 
dos al pensamiento, y éste no se puede separar de la dis- 
tinción entre un «antes» y un «después», es decir, de la 

flecha del tiempo. 

La paradoja del tiempo expresa una forma de dualis- 
mo cartesiano. Recientemente se ha publicado un libro muy 
interesante de un físico matemático eminente, Roger Penro- 
se: La nueva mente del emperador. En él leemos: «... nues- 
tra actual falta de comprensión de las leyes fundamentales 
de la física nos impide entender el concepto de "mente" 


[mind] en términos físicos o lógicos».” 


Creo que Penrose tiene razón: no había lugar para el 
pensamiento en la imagen que daba la física clásica del uni- 
verso. En esta imagen el universo aparecía como un vasto 
autómata, sometido a leyes deterministas y reversibles, en 
las que resultaba difícil reconocer lo que para nosotros ca- 
racteriza al pensamiento: la coherencia o la creatividad. 

Penrose cree que para incluir estas propiedades en el 
mundo físico tenemos que dirigir nuestra atención hacia 
los agujeros negros y la cosmología. Los agujeros negros 
son esos objetos extraños que atraen irreversiblemente la 
materia gracias a un campo gravitatorio intenso (objetos 


que ya había imaginado Laplace). 
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Los trabajos que he resumido en estas líneas revelan que 
para solucionar el dualismo cartesiano no hace falta recu- 
rrir directamente a la cosmología. Comprobamos que a 
nuestro alrededor existen objetos que obedecen a leyes clá- 
sicas deterministas y reversibles, pero estos objetos corres- 
ponden a casos simples, casi a excepciones, como el movi- 
miento planetario de dos cuerpos. Por otra parte, tenemos 
los objetos a los que se aplica el segundo principio de la 


termodinámica, que constituyen la inmensa mayoría. Por 


eso hoy, incluso dejando a un lado la historia, es preciso 
hacer una distinción cosmológica entre estos dos tipos de 
situaciones. Es una distinción entre estabilidad, por un lado, 
e inestabilidad y caos por otro. 

No es que la cosmología deje de ocupar un lugar des- 
tacado. Todo lo contrario, el big bang nos indica que hay 
un momento particular en el que la materia, tal como la 
conocemos, surgió del vacío cuántico. Siempre hemos sos- 
tenido que se trata de un fenómeno irreversible por exce- 
lencia, y hemos tratado de analizarlo en términos de ines- 
tabilidad. El universo forma un todo, y la existencia de una 
flecha del tiempo única tiene un origen cosmológico. 

Esta flecha del tiempo sigue presente en la actualidad. 
Es más, existe un estrecho vínculo entre irreversibilidad y 
complejidad. Cuanto más nos elevamos en los niveles 
de complejidad (química, vida, cerebro), más evidente es 
la flecha del tiempo, lo cual corresponde al papel cons- 
tructivo del tiempo, tan evidente en las estructuras disipa- 


tivas mencionadas al principio de estas conferencias. 


La ciencia tiene un papel fundamental en nuestra cul- 
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tura. Pero la reacción ante la ciencia no es unánime. En 
La nueva alianza, Isabelle Stengers y yo citamos un texto 
publicado en 1974 con motivo de un coloquio de la UNES- 
CO, cuyo título es «La ciencia y la' diversidad de las 


culturas»: 


Desde hace más de un siglo, el sector de la actividad cien- 
tífica ha crecido tanto en el espacio cultural que parece como 
Si sustituyera al conjunto de la cultura. Para algunos esto 
es sólo una ilusión producida por la velocidad de este creci- 
miento, y las líneas de fuerza de esta cultura no tardarán en 
surgir de nuevo, para tomar las riendas al servicio del hom- 
bre. Para otros este triunfo reciente de la ciencia le otorga 
el derecho a regentar el conjunto de la cultura, que sólo me- 
recería este título en la medida en que se dejara difundir a 
través del aparato científico. Por último, hay quienes, asus- 
tados por la manipulación a la que están expuestos el hom- 
bre y las sociedades si caen bajo el poder de la ciencia, ven 
perfilarse en esto el espectro del fracaso cultural. 


Y añadimos: 


El desarrollo científico desemboca en una verdadera elec- 
ción metafísica, trágica y abstracta: el hombre tiene que ele- 
gir entre la tentación, tranquilizadora pero irracional, de bus- 
car en la naturaleza la garantía de los valores humanos, la 
manifestación de una pertenencia esencial, y la fidelidad a 
una racionalidad que le deja solo en un mundo mudo y es- 
túpido.” 
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En un libro reciente, Richard Tarnas expresa la misma 
idea: «La pasión más profunda de la mente occidental ha 
sido la de reunirse con la razón de su ser».” 

Es interesante señalar que los desarrollos recientes que 
hemos resumido en estas líneas van precisamente en esta 
dirección. Ponen de manifiesto la extensión de la ciencia 
a un conjunto de fenómenos que la ciencia clásica había 
relegado a la «fenomenología», y que, sin embargo, para 
nosotros son la parte esencial de la naturaleza. Según Eins- 
tein, el representante más ilustre de la ciencia clásica, para 
llegar a la armonía de lo eterno había que ir más allá del 
mundo sensible con sus tormentos y añagazas. El triunfo 
de la ciencia estaría relacionado con la demostración de 
que nuestra vida —inseparable del tiempo— sólo es una 
ilusión. Es un concepto grandioso, sin duda, pero también 
profundamente pesimista. La eternidad no conoce suce- 


sos, pero ¿cómo disociamos la eternidad de la muerte? 


En cambio, el mensaje de esta obra es optimista. La 
ciencia empieza a ser capaz de describir la creatividad de 
la naturaleza, y hoy el tiempo ya no habla de soledad, sino 


de alianza entre el hombre y la naturaleza descrita por él. 


Apéndice 
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ulsiera presentar aquí de forma más sistemática al- 
O gunas nociones utilizadas en el texto. Más que una 
exposición rigurosa, lo que pretendo es relacionar dichas 
nociones con unos resultados que son familiares, e indicar 
las referencias en las que el lector puede encontrar desa- 


rrollos suplementarios o demostraciones. 


l. Las dos formulaciones de la dinámica clásica 


Para empezar, tenemos la formulación en trayectorias. 
La más importante (véanse capítulos 3-5) es la formula- 
ción hamiltoniana. El hamiltoniano H(p, q) es la energía 
expresada en cantidades de movimiento p y coordenadas 
q. Dado H(p, q), las trayectorias resultan de las ecuacio- 


nes de Hamilton: 


dq dH dp dH 
dt dp' dt dq 


(A.1.1) 


Estas trayectorias se desarrollan en el espacio de las fases 
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(q, p). En vez de considerar trayectorias individuales, po- 
demos pasar a una descripción probabilista (véase capítu- 
lo 7). En todas las obras de mecánica estadística. se de- 
muestra que la probabilidad p obedece a la ecuación de 


Liouville 


dp dH dp dH dp 
— z= a 


CEAN (A.1.2) 
dt dp dq dq dp 


Resulta útil introducir una formulación en términos de 
operadores y multiplicar (A.1.2) pori = V—1. Entonces 


tendremos 


dp 


i = L A.1.3 
T p ( ) 


donde L es el operador lineal 


dH d dH d 
L = -i+  J# (A.14) 
dp dq dq dp 


Una vez conocido p podemos calcular el valor medio 


de cualquier magnitud mecánica A(p, q) 
<A> = j dp dq Alp, q)p (A.1.5) 


Para discutir la ecuación de Liouville introducimos la 


noción de espacio de Hilbert. Históricamente, el espa- 
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ció de Hilbert se estudió al principio en mecánica cuán- 
tica” y luego fue aplicado por Koopman' a la mecánica 
clásica.‘ 

Señalemos algunas propiedades del espacio de Hilbert. 
Supone la existencia de un producto escalar (/* es el com- 


plejo conjugado de f) 
<flg> = Jdx f*(x) g(x) (A.1.6) 
y de una norma 
If| = V<flf> 1 0 (A.1.6') 

La condición <JPff - 0 implica que/ = 0. 

El espacio de Hilbert está formado, pues, por las fun- 
ciones de cuadrado sumable (la variable de integración x 
es reemplazada por las coordenadas y los momentos cuan- 
do se considera el espacio de las fases). 


Un operador en el espacio de Hilbert transforma una 


función de este espacio en otra 
Of = g 
El operador adjunto O. está definido por la relación 
<0fle> = <fl0°g> (A.1.7) 


Un operador es autoadjunto (o hermitico) cuando 


120 Las leyes del caos 


0 = 0* (A.1.8) 


También existen las condiciones sobre el dominio, que 
no vamos a abordar aqui.’ 
Un operador isométrico conserva la norma de una 


función 
<Of|Of> = <f|f> (A.1.9) 


Cuando el operador isométrico admite un inverso 


Q-', o sea 
00-1 _. 01 O= 1 (A.1.10) 
donde 1 es el operador unidad, el operador O es unitario 
O° = 0-' (A.1.10') 
ya que la fórmula (A.1.9) nos da 


(A.1.11) 


pà o 


00+ = 0.0 . 
El operador de Liouville L (A.1.4) es hermitico, tal 


como Se verifica partiendo del producto escalar (A. 1.5) en 


el espacio de las fases 


<flg> = j dp dq f*(q, P) g(q, p)  (A.1.12) 


Por lo tanto, tenemos 
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L L (A.1.13) 


La solución de la ecuación de Liouville es 


P(t) = e- p(0) (A.1.14) 
El operador de evolución U = e es unitario 
U, - Ur = e-" (A.1.15) 


La formula (A.1.14) describe un grupo dindmico 


U.,, = UU 
des ch (A.1.16) 
(tj, t, positivos O negativos) 

La dirección del tiempo no tiene ninguna influencia. 
Introduzcamos una base ortonormal en el espacio de Hil- 
bert. Es un conjunto de funciones u; que nos permite re- 
presentar una función arbitraria Fdel espacio de Hilbert 


en términos de estas funciones 


Fas 16 u (A.1.17) 


<uj U> = 5 ` 
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Multipliquemos (A.1.17) por ti] y tomemos el produc- 
to escalar (A.1.15). A causa de (A.1.18) 


c = <uJF> 
Cada elemento del espacio de Hilbert puede aparecer 
tanto a la izquierda como a la derecha en un producto es- 


calar. De acuerdo con una notación introducida por 


Dirac’ podemos escribir u, como un «vector bra» 
<u. 
o un «vector ket» 
Ju, > 
El producto escalar pasa a ser un producto de un bra 
y un ket <u,ju,>. La relación (A. 1.17) se puede escribir de 


una manera más transparente 


[F> = O 


u> = Ilu,><uJF> (A.1.19) 


Dado que nuestra relación sigue siendo válida para cada 


IF>, obtenemos la condición de cierre {completeness relatiori) 


1 = ITfu,><u,, 


(A.1.20) 


En el texto hemos usado bases biortonormales \u,), 


Wi) como 


Teoría espectral y caos 123 


(A.1.21) 


I 


ú,><u = |1 £ u><ü I (A.1.22) 


Expresemos un operador en una base ortonormal (o 


biortonormal). Pongamos 
<uJAu> = A (A.1.23) 


Entonces tendremos la representación de A en la base 


elegida 


A = £ AJuL><u (A.1.24) 


que es fácil de verificar. 
Del mismo modo, utilizando una base biortonormal se 


obtiene 
A = £ AJu.XxiJ A, = S<ii,[Au,> (A.1.25) 


El conjunto de los elementos A^ forma una matriz; 
tenemos, pues, una representación matricial del opera- 
dor A. 

Pasemos al problema de los valores propios y de las fun- 
ciones propias de operadores en el espacio de Hilbert. Con- 
sideremos el operador de Liouville y tratemos de satisfa- 


cer la ecuación 


L (p> = X> (A.1.26) 
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Los valores propios X pueden ser continuos o dis- 
cretos." 

Un teorema fundamental demuestra que los valores pro- 
pios de operadores hermiticos son reales. Además, el 
conjunto de las funciones propias forma un sistema orto- 
normal. En consecuencia, los valores propios del opera- 


dor de evolución U, - e~“ son de módulo unidad. 
Ul<pJ = e^|(pj (A.1.27) 


Ahora podemos expresar L o U, en términos de sus 
funciones propias. La matriz (véase A.1.23) se vuelve 


diagonal, y podemos escribir 
L.= Z\(p.>X<(pJ (A.1.28) 
Asimismo 
U, = I|cp >e-*'<<pJ (A.1.29) 


Esta es la representación espectral del operador de Liou- 
ville L y del correspondiente operador de evolución U. 

El operador de evolución U, sólo contiene frecuencias 
correspondientes a osciladores. Esto podría parecer un obs- 
táculo para una teoría microscópica de los fenómenos irre- 
versibles, pero lo podemos salvar pasando a espacios ge- 
neralizados (rigged Hilbert spaces, en la tercera parte de 
este Apéndice). Ahora podemos dar la solución formal de 


la ecuación de Liouville (A.1.14). Desarrollamos p en fun- 


Teoría espectral y caos 125 


ciones q» y obtenemos 


Ip(t)> = 1|(p.>e-"<(pjp(0)> (A.1.30) 


Hemos obtenido asi la segunda formulacion probabi- 
lista de la dinamica clasica. En casos sencillos (sistemas 
integrables, véase el capítulo 5) se pueden construir las 
funciones propias y los valores propios. Pero en general 
nos encontramos con las divergencias de Poincaré. Sólo te- 
nemos teoremas de existencia.” 

Las formulaciones de la dinámica clásica en términos 
de trayectoria y en términos de p en el espacio de Hilbert 
son absolutamente equivalentes. Nada nos impide partir 
de una trayectoria correspondiente a una función p(0) = 
= 8(p — p.)6(q — q.) en el espacio de las fases. El pro- 


ducto escalar 


<<PX(@ P)IS(q-q.,)5(p-p.)> = <Px(q, Po) (A.1.31) 


esta bien definido, y p(t) se reduce también a una función 
8, a saber 5[q —q(t)]6[p —p(t)], donde q(t) y p(t) son las 
soluciones de las ecuaciones de Hamilton (véase mi traba- 
jo citado en la nota 4 de este Apéndice). El elemento nue- 
vo es que en el caso de los sistemas caóticos existe una se- 
gunda representación de los operadores L y U en los 
espacios generalizados, que esta vez no se puede reducir 
a la descripción en términos de trayectoria, pues la repre- 
sentación espectral excluye las trayectorias representadas 


por funciones singulares. 
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2. Las dos formulaciones de la mecánica cuántica 


Hemos aludido varias veces a la mecánica cuántica (so- 
bre todo en los capítulos 3 y 4). Hemos visto que en este 
campo la magnitud fundamental es la amplitud 4^, que obe- 


dece a la ecuación de Schródinger (cogemos h = 1) 


¡— = H,4> (A.2.1) 


Esta ecuación sustituye a las de Hamilton (A.1.1); H, 
es el hamiltoniano en el que los operadores han ocupado 


el lugar de las variables clásicas, por ejemplo: 


ı Í 


Q Qop P "* Pop = T — (A.2.2) 
1 dq 

Los momentos p se convierten en operadores de deri- 

vación. La teoría del espacio de Hilbert se desarrolló a pro- 

pósito de la mecánica cuántica: nótese la analogía entre 

(A.2.1) y (A.1.3). A, es un operador hermítico en el es- 

pacio de Hilbert. Nótese además que en la «representación» 

coordenada q (para A.2.2) los momentos no son variables 
independientes. 

Consideremos el problema desde el punto de vista de 


los valores propios de los E, (compárese con A.1.26) 


_{u,> = EJu,> (A.2.3) 
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que son los niveles de energía del sistema y forman una 
serie discreta (espectro discreto) o continua (espectro con- 
tinuo). Los niveles de energía son reales y las funciones pro- 
pias forman un sistema ortonormal completo. Utilizando 
la notación bracket introducida por Dirac en 1958 podre- 
mos escribir para la función de onda en el instante inicial 
*F(O) (véase A. 1.19) 


*E(0)> = Elu,><u}*P(0)> (A.2.4) 


y (véase A. 1.30) 


¥(t) = U(t)*FO) = EluJe-"n'<u,|*P(0)> = 
= I c, e-">.“u,> (A.2.5) 


Esta relación ya se ha indicado en el capítulo 6. En ese 
contexto hemos discutido el significado físico de los co- 
eficientes c, de los que obtenemos la «potencialidad» co- 
rrespondiente en el estado u,,. 

Como en el caso clásico, podemos pasar a una descrip- 
ción probabilista. Ya hemos visto (capítulo 7) *f es una am- 
plitud de la probabilidad. Consideremos la probabilidad 
(también llamada matriz-densidad) dada por p = *PP”. 
Partiendo de (A.2.1) se verifica inmediatamente que p sa- 


tisface la ecuación 


(A.2.6) 
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que es el análogo cuántico de (A. 1.2), y también podemos 


escribir (véase A. 1.3) 


dp 
i— = Lp (A.2.6') 
at 


En el caso de los sistemas integrables (es decir, aque- 
llos en los que no podemos resolver el problema de los va- 
lores propios, véase A.2.3), las dos formulaciones en me- 
cánica cuántica (A.2.1) y (A.2.6) son equivalentes (las 
funciones propias del operador cuántico L son productos 
de funciones propias de A y de los valores propios de las 
diferencias). Pero en el caso del «caos cuántico» no es así. 
Al igual que en el caso clásico, obtenemos entonces una 
representación que no puede reducirse a funciones de onda, 


y esto en espacios generalizados. 


3. Espacios generalizados 


En la primera sección hemos visto que los operadores 
hermíticos L y H, tienen valores propios reales. Esta pro- 
piedad se basa esencialmente en las propiedades del espa- 
cio de Hilbert y, sobre todo, en la existencia de la norma 
(A.1.6). 

Para obtener una teoría espectral compleja de opera- 
dores hermíticos hay que pasar a espacios generalizados 
no normalizados, también llamados rigged Hilbert spa- 


ces En el espacio de Hilbert un operador unitario tiene 
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valores propios de módulo 1 (véanse A.1.27 y A.2.5 lle 

= 1), mientras que en los espacios generalizados estos 
valores propios pueden tener módulo distinto de 1 (por 
ejemplo, de la forma e * -*, donde X y y son reales). Esto 
es lo que permite la introducción de la irreversibilidad en 
la descripción dinámica. De modo que, para nosotros, es 
fundamental tomar en consideración los espacios genera- 
lizados. En esta sección indicaremos algunas de sus pro- 
piedades esenciales (para más detalles, véase la nota 8). En 
la siguiente sección aplicaremos estas nociones a los ejem- 
plos de Bernoulli y del panadero antes mencionados. 


La idea principal es mantener el producto escalar 


<fi<p> = finito (A.3.1) 


pero en este caso / puede ser una función singular, como 
la función 5(x — x,) no perteneciente al espacio de Hil- 
bert, a condición de que (p sea una función lo bastante re- 
gular (función test), perteneciente a una subclase del es- 
pacio de Hilbert. Llamemos L a la clase de las funciones 
perteneciente al espacio de Hilbert (es decir, de cuadrado 
sumable, véase A.1.6), & a la clase de las funciones test 
y 0" a la clase de las funciones singulares/. Entonces ob- 


tendremos 


OCLC (A.3.2) 


Las funciones test forman una subclase del espacio de 
Hilbert. 
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Este es el famoso triplete de Gelfand. Podemos definir 


la acción del operador O sobre/gracias a (A. 1.7). Más pre- 
cisamente, es la «extensión» del operador O de L a O 
(A.3.3) 


<0fl(p> =< f | ep 


Esta definición tiene sentido a condición de que la fun- 


ción O cp permanezca en el espacio test O. 
Podemos así definir las funciones propias «a derecha»: 


= z<<plf> (A.3.4) 


O|f> = zlf> o bien <(p|0f> 


y luego las «a izquierda»: 
= z<flcp> (A.3.5) 


<f|0 = z<f| o bien <flOcp> 


El clásico ejemplo de aplicación de los espacios genera- 
lizados es el problema espectral asociado al operador 0 = 
en el dominio — oo < x < + 00 ... El resul- 
dx’ 
tado es: 
(A.3.6) 


Por lo tanto, las funciones propias son e~“ y los va- 
lores propios k. Las funciones propias e~" no pertenecen 


al espacio de Hilbert, ya que 
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dx e” ex = 00 (A.3.7) 


en contradicción con (A.3.1). 
Por el contrario, el producto escalar con una función 


test tiene que ser 
|” dx e* p(x) = (e * (> = finito (A.3.8) 


Además, queremos que las expresiones (A.3.3) estén 
bien definidas y que los operadores O sean operadores de 
multiplicación x’ o de derivación (como sucede en 

Ena ae dx 
mecanica cuantica). 

Veremos que para esto, en primer lugar, se necesita que 
las funciones test <p(x) sean infinitamente derivables, y en 
segundo lugar que decrezcan de forma bastante rapida para 
x ->> + 00. Estas funciones test que forman una subclase 
del espacio de Hilbert se llaman «funciones Schwartz». 

Vamos a concluir con una importante observación: vea- 
mos el efecto del operador de evolución U, sobre /. Por 
(A.3.3.) obtenemos 


<U,fl<p> = <f|U» (A.3.9) 
Esta expresión encontrará una definición perfecta si 


U[ (p permanece en el espacio test. En los sistemas caóti- 


cos veremos que generalmente esta condición no puede ser 
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satisfecha a la vez parat > Oy/ < QO. Esto lleva a la des- 
trucción del grupo dinámico (A.1.16) y a su sustitución por 
dos semigrupos, uno de ellos válido para t > 0 y el otro 
para t < O. Es la expresión matemática de la ruptura de 


la simetría temporal. 


4. Sistemas Caóticos 


Volvamos ahora a los dos ejemplos estudiados en el tex- 
to: el desplazamiento de Bernoulli y la transformación del 
panadero. Se trata de sistemas caóticos caracterizados por 
un exponente de Liapunov. Primero vamos a estudiar las 
propiedades espectrales del operador de evolución en el des- 
plazamiento de Bernoulli. 

Recordemos que las ecuaciones del movimiento (que 


aquí sustituyen a las de Hamilton A.1.1) son: 


l 
Kay = 2K para O < x < - 
l (A.4.1) 
= 2x = a x< | 
2 


Partimos de la identidad variable para una trayectoria 


(representada por una función 8) 


S(x - fO.) = ¡dy S(x - YDSO - Xx) (4.4.2) 
O 
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Tomamos para/f(x) la transformación (A.4.1) y aplica- 
mos (A.4.2) en un conjunto de trayectorias —que vuelve 
a sustituir a S(y - xX,) por p,,(y). 


Tendremos: 


P...M = Jdy 5(x - f(y))p.(y) = 


n 
PJ + Ph = Up.x)  (A.4.3) 


Esta fórmula define el operador de Perron-Frobenius 
para el desplazamiento de Bernoulli. 
También podemos definir el operador adjunto (/'. 


Utilizando (A. 1.7), se demuestra” que 


l 
LPf(x) = fx) 0 < x < 


(A.4.4) 


l 
f2x - D -<xX< 1 
2 
o bien, de un modo más compacto 
U'f(x) = f(2x)Oli - x| + f2x - 1)0 x - “[(A.4.5) 


con 
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(y) = 1 
0 


y> O 
y ag 

El operador í/* es un operador «isométrico», y por lo 
tanto muy próximo a los operadores unitarios de evolu- 
ción de la mecánica clásica o cuántica (véase A. 1.15 y la 
segunda sección de este Apéndice). Los operadores unita- 
rios también admiten un inverso. 

Pero hay una diferencia esencial: el operador U’ no 
admite representación espectral en el espacio de Hilbert.” 
Es un teorema riguroso. Por otra parte es fácil comprobar 


que no hay ninguna función continua, además de una cons- 


tante, que pueda verificar la relación 
U'lf(x) > = A.|f(x)> (A.4.6) 


Debemos, pues, dirigir nuestra atención hacia los es- 
pacios generalizados. En cambio, podemos verificar que 
la función singular B,(x) = [ó(x — 1) 5(x)] es una 


función propia de U* y que se obtiene: 


U*|B(x) > = = |B.) > (A.4.7) 


(dado que se trata de una función singular, esta relación 
se tiene que considerar en combinación con una función 
test, como en A.3.4). Se demuestra” que de forma más 


general se obtiene 
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UIB.(x) > « ¿| Í« > (A.4.8) 
con 
l n = 0 
B,,(x) > = (- 1)’ [S<n-DC = l) A 6<"-"(x)] n A 1 
n 
d' 
con ISA) = 8(x) (A.4.9) 
dx’ 


En los espacios generalizados el operador isométrico 
tiene muchos valores propios cuyo módulo es distinto de 
la unidad (véase la tercera sección de este Apéndice), que 
en este caso están relacionados con el tiempo de Liapu- 
nov, y por lo tanto describen fenómenos irreversibles rela- 
cionados con la aproximación al equilibrio. 

Los valores propios correspondientes a (A.4.8) son 


nlg2 


Comparando con la forma de los valores propios en 


iX I 


el espacio de Hilbert e”” (n desempeña aquí el papel del 
tiempo), vemos que X es puramente imaginario. Es un ejem- 
plo de teoría espectral compleja. 

Tomemos ahora el operador U. 


En el capítulo cuarto ya hemos visto que 
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l 


En realidad, x es un polinomio de Bernoulli. En 


general obtenemosii 
U|B,(x)> = -|B,,(x)> (A. 4.10) 
2" 


Por último, verificamos que las funciones B,,(x), B,,(x) 
forman un sistema binormal (véase A.1.21, A.1.22) y com- 
pleto.” Por lo tanto, podemos escribir la representación 


espectral de U y de U 
U = I-|[B,(x)> <B,(x)| (A.4.11) 
2” 
IT = e dd <B,(x)| (A.4.12) 


Preguntémonos a qué clase de funciones pertenecen las 
probabilidades p para las que se puede escribir (véase ca- 
pitulo 4) 


Ip(x)> = L|B.(x)> <B,, 


p> (A.4.13) 


A partir de (A.4.9) vemos que una condición suficien- 
te es que el espacio test esté formado por polinomios 
P(x) de grado arbitrario m. Este espacio test es «estable» 
para la evolución U, ya que la expresión (A.4.4) muestra 


que un polinomio de grado m sigue siendo un polinomio 
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de grado m por aplicación de U. Como ya se ha indicado 
en el texto, la necesidad de utilizar funciones test (en este 
caso polinomios) elimina las trayectorias. La representa- 
ción probabilista es, por lo tanto, irreducible. 

Veamos ahora un segundo ejemplo, la transformación 
del panadero, descrita en el capítulo 3. Concretamente te- 


nemos las «ecuaciones del movimiento» 


l 
2x CA ES: 
2 2 
(x, y) (A.4.13') 
y + İ\ 1 
2x - l,——|] -<x <S | 
a 2 


La diferencia con el caso del desplazamiento de Ber- 
noulli consiste en la existencia de una transformación in- 
versa obtenida permutando x e y. A partir de las «ecua- 
ciones del movimiento» (A.4.13), obtenemos la expresión 


explícita de Uy U: 


U p(x, y) = p-, 2y 0 
2 1 


fk + ] 
t l| (A.4.14) 
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Destacaremos algunas propiedades que van a tener su 
importancia. En el ejemplo anterior hemos visto que en 
el caso de Bernoulli los polinomios forman el espacio test. 


Tomemos ahora funciones de la forma 


p(x, y) = P(x) (p(y) (A.4.16) 


donde P(x) es un polinomio en x y q>(y) una función inte- 
erable (por ejemplo, una función del espacio de Hilbert). 
Enseguida comprobamos que esta forma es estable para 
U, pero no para UN 


Asimismo la clase de las funciones 


p(x, y) = cp(x) Ply) (A.4.17) 


es estable para U y no para U. 

La transformación del panadero es un sistema dinámi- 
co propiamente dicho. El operador de evolución es unita- 
rio (IT = U '). 

Por lo tanto, U admite una representación espectral en 


el espacio de Hilbert 


= 
II 


fx, y) > e* < f(x, y) (A.4.18) 


pero, además, existe una representación irreducible en los 
espacios generalizados que escribiremos (para simplificar 


despreciamos los efectos de degeneración en el espectro) - 
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ü = LIF,(x, y)> k <F.(x, y)| (A.4.19) 


Los valores propios son los mismos que en (A.4.11), 
también relacionados con el tiempo de Liapunov. La prin- 
cipal diferencia es el hecho de que ahora WF,> y \F,,> 
son simultáneamente funciones singulares. 


En una palabra” 


F,(x, y) ~ polinomio en x, x distribución en y 
F,(x> y) ~ distribución en x, x polinomio en y 
(A.4.20) 


Consideremos la probabilidad p; las funciones F, y F, 


formando un conjunto ortonormal, nos permiten escribir: 
p = % F,><FJp> (A.4.21) 


Así tendremos el valor medio de una función A(x, y) 


(un «observable») 
<A> = <Alp> . ISA|F,><F,]p>  (A.4.22) 


Al ser F, y F, distribuciones, es necesario que A y p 
formen parte de espacios test apropiados. A partir de 


(A.4.16), vemos que es necesario que 


p ~ polinomio en x, X función integrable en y 
A ~ función integrable en JC, x polinomio en y 
(A.4.23) 
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La primera condición excluye de nuevo las trayectorias 
S(x — x,)8(y — y,), ya que 5(x — x,) no es un polinomio 
en X. 

La segunda condición reduce los observables a funcio- 
nes continuas en y. Ya hemos señalado en capítulos ante- 
riores que esta es una condición necesaria para que se pueda 
hablar de acercamiento al equilibrio. 

Estudiemos la evolución del tiempo mediante la apli- 
cación del operador U (para t > O) apo bien a A. Para 
ello debemos tomar 


<AJUF,> = <U'AIF,> (A.4.24) 


Esta es una expresión perfectamente definida, porque 
U’ (véanse A.4.15-A.4.17) preserva la clase de los polino- 
mios en y. 

Igualmente, C/F,> preserva la forma (A.4.16). Por lo 
tanto podemos usar (A.4.17) para estudiar la evolución ha- 
cia el futuro, pero no hacia el pasado, para la cual debe- 
mos utilizar el operador í/" = U. En lugar de (A.4.24) 


obtenemos entonces 
<A|ITF,> = <UA|F,> (A.4.25) 


y UA no preserva el espacio test (A.4.19). 

Son unos resultados de fundamental importancia, ya 
que: 

1) la representación es irreducible. 


2) el grupo dinámico U, se descompone en dos semi- 
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grupos, uno de ellos para el futuro y el otro para el pasado. 
También podemos decir que \VF,,) está orientado hacia 
el futuro y \VF,,/ hacia el pasado: es la ruptura de la sime- 


tría temporal que hemos mencionado varias veces. 


5. Teoría espectral del caos y leyes de la naturaleza 


A partir de (A. 1.2), se advierte que toda probabilidad, 


que es sólo función del hamiltoniano cp(H), lleva a — = 0. 


En otras palabras (véase A.1.3) 


Lop = 0 (A.5.1) 


(p es una función propia de L correspondiente a un valor 
propio nulo. Se llaman sistemas ergódicos los sistemas di- 
namicos tales que (A.5.1) sólo admite la solución (p(H). La 
función (p es una constante en la superficie H(p, q) = E. 
Para simplificar tomaremos <p = l. 

Los sistemas «mezcladores» (mixing) se caracterizan por 
el hecho de que para tiempos largos (t -* +00 o / -» — 00) 
los valores medios {A > de observables tienden a sus valo- 
res medios en la superficie H = E. Por lo tanto en 1 di- 


mension 


[dx AGO p(x, t) = fax AGo@ = 


= [dx A(x), t > +00 (A.5.2) 
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La condición para los sistemas mezcladores es que el 
espectro de L para % = O (A.1.25) sea continuo.” 

El caos requiere las condiciones mas restrictivas: la de- 
finición usual necesita la existencia del tiempo de Liapu- 
nov (o más en general una «entropía» de Kolmogo- 
rov-Sinal).” 

Sin embargo, esta definición tropieza con dificultades 
cuando se aplica a grandes sistemas como los LPS clási- 
cos o cuánticos (la entropía de Kolmogorov-Sinai es diver- 
gente). Este es el motivo por el cual adoptamos la defini- 
ción más general. 

Los sistemas dinámicos son caóticos cuando su opera- 
dor de evolución admite una representación irreductible: 

En la cuarta sección de este Apéndice hemos usado sis- 
temas simples. Debemos tener en cuenta que esta defini- 
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ción se aplica también a los sistemas cuánticos. 


6. Representaciones irreducibles en mecánica cuántica 


El operador hamiltoniano H y el operador de Liouville- 
von Neumann son hermíticos. Tienen únicamente valores 
propios reales en el espacio de Hilbert y ningún fenómeno 
irreversible aparece en el espectro. 

En unos casos simples (por ejemplo, estados atómicos 
inestables) podemos quedarnos al nivel de funciones de 
onda con la condición de abandonar el espacio de Hilbert 
(prolongamiento analítico, «vectores de Gamow»). Pero es- 


tos métodos no se centran en el equilibrio (la matriz den- 
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sidad p está representada por una distribución microcanó- 
nica O canónica). 

Para obtener una teoría de los fenómenos irreversibles, 
se debe «salir» del espacio de Hilbert en el nivel de p. En 
la mecánica cuántica tradicional, la evolución p se efectúa 
en el espacio producto 3C x 5C de dos espacios de Hil- 
bert. Debemos intentar obtener la representación de los L 
en espacios más generales. Es lo que han hecho T. Petrosky 
y el autor en unos ejemplos simples. En el caso de los LPS, 
obtenemos efectivamente representaciones espectrales com- 
plejas irreducibles como las obtenidas para las aplicacio- 
nes estudiadas en el capítulo 3. Hay que señalar que estas 
nuevas respuestas de la mecánica cuántica han sido con- 


firmadas por simulaciones numéricas. 
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« N título como Las leyes 
del caos —nos dice Ilya Prigogi- 
ne, Premio Nobel de Química y 
una de las grandes figuras de la 
ciencia de nuestro tiempo— pue- 
de parecer paradójico. ¿Acaso no 
es el caos, por definición, ‘‘im- 
previsible”? Veremos que no es 
así, sino que la noción de caos 
nos obliga a recon- 
siderar la noción de 
“leyes de la natura- 
leza’’. En la pers- 
pectiva clásica, una 
ley de la naturaleza 
estaba asociada a 
una descripción de- 
terminista y rever- 
sible en el tiempo. 
Futuro y pasado 
desempeñaban en 
ella el mismo papel. 
La introducción del 
caos nos obliga a 
generalizar la no- 
ción de ley de la na- 
turaleza y a intro- 
ducir en ella los conceptos de 
probabilidad e irreversibilidad.» 

Prigogine nos conduce, a lo lar- 
go de un texto claro y accesible 
(las explicaciones matemáticas 
se dejan para un apéndice sobre 
«Teoría espectral y caos», que 
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pueden consultar los lectores con 
mas conocimientos de fisica), por 
el fascinante panorama de una 
nueva vision de la naturaleza, que 
ha reemplazado a la vieja en que 
el universo era como un gran 
autómata sometido a leyes deter- 
ministas y reversibles (una con- 
cepción aún válida para algunos 
casos simples), y 
que nos muestra 
que la inmensa ma- 
yoría de los objetos 
están sometidos a la 
inestabilidad, al 
caos, lo que trans- 
forma las leyes que 
les afectan en pro- 
babilistas y nos obli- 
ga a tomar en cuen- 
ta la flecha del 
tiempo. Este inno- 
vador planteamien- 
to de Prigogine que 
asocia complejidad, 
inestabilidad e irre- 
versibilidad nos 
puede permitir abarcar en una 
sola descripción unificada del 
universo lo microscópico y lo ma- 
eroscópico, incluir en ella los sis- 
temas más complejos, la vida y 
el propio ser humano, y explicar 
la creatividad de la naturaleza. 
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